ΓΕ 2ΜΕΤΡΙΑ 


Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
Ι”.ΕΝΙΚΗΣ ΠΑΙΔΕΙΑΣ 


ΗΡΟΛΟΙ ΟΣ 


Αγαπητοί συνάδελφοι. 


Φίλοι µαθητές και μαθήτριες 


Η καινούργια µας σειρά βιβλίων µε τον τίτλο “ΒΙΒΛΙΟµαθήµματα” δημιουργήθηκε 
από µια ιδέα µας για το περιοδικό “Εξετάσεις της Ελευθεροτυπίας. Παρουσιάσαµε 
στην εφημερίδα τα µαθήµατα, όπως γίνονται στον πίνακα, δημιουργώντας για το 
σκοπό αυτό την πολυπληθέστερη συγγραφική ομάδα που έχει ποτέ συσταθεί, 
προσπαθώντας την εμπειρία της τάξης να την αποτυπώσουµε στο χαρτί. Τη 
συγγραφική ομάδα αποτελούν καθηγητές συγγραφείς καταξιωμένοι στη συνείδηση 
γονιών και μαθητών για την ποιότητα τῆς δουλειάς τους. 


Η συλλογική αυτή προσπάθεια, εμπλουτισμένη, σε σχέση µε το υλικό που παρου- 
σιάστηκε στην εφημερίδα, απευθύνεται, αφενός στον καθηγητή που θέλει να 
παρουσιάσει το μάθημά του στην τάξη µε µια µεθοδικότητα. αφετέρου στο φιλόπονο 
μαθητή που θέλει να διαβάσει, να μελετήσει και να κατανοήσει την ύλη, χωρίς να 
σπαταλήσει τον πολύτιμο χρόνο του. 

Γι αυτό κάθε µάθηµα ολοκληρώνεται σ᾽έναν τόμο. Στο βιβλίο που κρατάτε στα 
χέρια σας περιέχονται µια σειρά απὀ νέες, στην Ελληνική βιβλιογραφία, ασκήσεις 
καθώς και συνδυαστικά θέµατα. 


Ο σκοπός µας: να δημιουργήσουμε ένα “εργαλείο δουλειάς” για όλους µας. 


Η ύλη χωρίστηκε σε 12 ΒΙΒΛΙΟµαθήµατα που το καθένα περιέχει: 
9 Τις απαραίτητες γνώσεις θεωρίας, µε παρατηρήσεις για βαθύτερη κατανόηση. 
9 Λυμένα παραδείγµατα. στα οποία καταδεικνύεται η μεθοδολογία επίλυσής 
τους σε κίτρινο πλαίσιο. 
9 Λυμένες ασκήσεις. 
ο [α προτεινόμενα θέµατα µε υποδείξεις - απαντήσεις σε μπλέ πλαίσιο. 


ο Ίο “ξεχώριστό θέμα”. 


Όσοι από τους συναδέλφους επιθυμούν να έχουν τις λύσεις των ασκήσεων, για έλεγχο 
των απαντήσεων, µε χαρά θα τις στείλουμε αν επικοινωνήσουν µαζί µας. Επίσης, θα 
θέλαμε κρίσεις, παρατηρήσεις, καθώς και επισημάνσεις γι’ αυτή µας την προσπάθεια, 
ώστε η γόνιμη αυτή ανταλλαγή απόψεων να βοηθήσει στη βελτίωση των μελλοντικών 
μας εκδόσεων. 


Η συγγραφική ομάδα 


Περιεχόμενα 


Γρολσιος ο τα βσο  αοο ο ο  ο οο-. ας 7 

ΠΠ ριεχομ να οὐ να ο κα ρε αι ο ο ο ο ο. 9 
Κεφάλαιο 29 (του σχολικού βιβλίου) 

Μάθημα 19: Βασικά γεωμετρικά σχήματα .....ιιιιινκκκκνννκνννεεε νο ν νο ανν κκκωκκννννκεκεον Π 

Ημ Πω το τω ασ νεα ο ο ο. 23 
Κεφάλαιο 30 

πΝΙιάοημα ος Ἱροωνα ο. ππσνετες  τ ο  ο  ς ο 

Μάθηµα 40: Βασικοί εώὠμετρικοί τόποΙ.....νννννννννντο έτος «κο τττ το τον εν κο οοτνκεν κος 9 
Κεφάλαιο 40 

Μάθηµα 50 Κάθρετες και παράλληλες ευθείες...  Εδνν νεο οτννννντττ ντ νοοτοος 6ο 
Κεφάλαιο 50 

ο Ιώ τὰ αρ Αη ρα Α.α οσο πμ --- η! 

Μάθημα Ἱ'-Ποη παρα Πιο ραπ --ου-υοὋ-ι''ι 9ο 

Μάθηµα δ-: ἘἨφαρμογές παραλληλογράμμῶν..... ιν ννννο ον ενοκοονωνεοκο ον κανω 1 
Κεφάλαιο 60 

πιάθημο ο Κο αν ου ο ο ου ιο 

Μάθηµα 105: Εγγεγραμμένα και εγγράψιµα τετράπλεῦυρα ......ιιικννν ντ ννωωννον αι, 
Κεφάλαιο 70 

ὑἹουημα Η  ραβς ο σήματα «δν πα τσ ης 


Μάμα ος να οί ου -- ος επ α ἑβ ολα ον [δ- 
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2 Κεφάλαιο 


Ἡ γωνία - ο κύκλος 





ΠΟ «ο ΓΗ «ΚΤΠ κΕΙ 





Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ ΤΝΟΣΕΙΣ ΘΕΩΡΙΑΣ 
Πρωταρχικές γεωμετρικές έννοιες 


Τις έννοιες: σηµείο. ευθεία και επίπεδο τις δεχόμαστε Ως 
αρχικές. 


ο 


Το σηµείο δεν έχει διαστάσεις. Παριστάνεται µε µια τελεία 
και συμβολίζεται µε ένα κεφαλαίο γράμμα (π.χ Σηµείο Α μμ 
(βλ. σχήµα)). 
.Η ευθεία είναι µια γραμμή που χαράζεται µε τη βοήθεια 
του κανόνα. 
Συμβολίζεται µε ένα µικρό γράμμα. π.χ. εἠ μετα γράμματα 
ὃυο σημείων τηςπ.χ. ΓΔ (βλ.σχήµα). --δ---ο- -ε 
Το επίπεδο είναι µια λεία επίπεδη επιφάνεια, όπως για πα- 
ράδειγµα η επιφάνεια ενός τραπεζιού. 


Για να αναζητήσουμε και να ερμηνεύσουμε τις σχέσεις και τις Ιδιότητες των στοιχείων αυ- 
τών,δεχόµαστε ορισμένες αλήθειες πουτις ονομάζουμε αξιώματα. 


Αξίωµα |. 
Από δύο σηµεία διέρχεται μοναδική ευθεία. . Β 
Μετο αξίωμα 1 αποδεικνύουµετα παρακάτω θεωρήματα:  Ὅππ 





Θεώρημα 1 
4υο ευθείες που έχουν δύο τουλάχιστον κοινά σήμµεία συμπίπτουν. 


Άρα δύο διαφορετικές ευθείες µπορεί να έχουν: 
ο μοναδικό κοινό σηµείο οπότε λέμε ὀτιτέμνονται. 
«Κανένα κοινό σηµείο οπότελέµε ότι είναι παράλληλες. 


Θεώρημα 2 Α Γ Β 

, , , / , , / '......) αι, 
Αν τρία σηµεία ανήκουν στήν ἴδια ευθεία,τότε το καθένα - 
ανήκει στήν ευθεία που ορίζουν τα άλλα δύο. 
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Αξίωµα 2. 

Κάθε επίπεδο περιέχει τρία τουλάχιστον σηµεία µη συνευ- 
θειακά. Αποτρία µη συνευθειακά σηµεία διέρχεται ένα µόνο 
επίπεδο. 


Μετο αξίωμα 2 αποδεικνύουµετα παρακάτω θεωρήματα: 


Θεώρημα ὁ 
Υπάρχει τουλάχιστον ένα σηµείο του επιπέδου που ὃεν ανήκει σε µια ὁοσμένή ευθεία. 


Θεώρημα 4 
Από ένα σήµείο ὁιέρχονται άπειρες ευθείες. 


Αξίωώμµα 2. 
Μια ευθεία έχει άπειρα σηµεία. (εκτείνεται απεριόριστα προςτις δύο κατευθύνσεις) 
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Η ηµιευθεία 


Έστω ευθεία εκαι Α ένα τυχαίο σηµείο της. Το σηµείο Α χωρίζειτην ευθεία σε δύο τμήματα 
που συμβολίζονται µε Αχ και Αχ΄καιλέγονται ἠμµιευθείες µε αρχή το σηµείο Α. 


Η ευθεία ελέγεται φορέας τῆς ηµιευθείας ΑΧ. Δύο ηµιευθείες µε μοναδικό κοινό σηµείο την 
αρχή και κοινό φορέα ονομάζονται αντικείµενες ηµιευθείες. 


Ίο ευθύγραμμο τµήµα 


Ευθύγραμμο τµήµα ΑΒ ονομάζεταιτο τµήµα µιας ευθείας επου ορίζεται από δύο σηµεία 
της Α.Β που ονομάζονται άκρα του ευθύγραµμµου τµήµατος ενώ η ευθεία ε ονομάζεται 
φορέας του τµμήµατος. 





Δύο ευθύγραμμα τµήµατα µε μοναδικό κοινό σηµείο το ένα άκρο τους λέγονται διαδοχικά. 


Α Β Γ Γ 
ον ϱ -αααααααααααααααα(αν 
6 


Τα ΑΒ και ΒΙ είναι διαδοχικά. 
Τα Α και Γ είναι εκατέρωθεν του Β. 
Τα Β και Τ είναι πρὀς το ίδιο µέρος Α Β ε 


του Α. Τα ΑΒ και ΒΙ είναι διαδοχικά. 


Μετατοπίσεις στο επίπεδο 


Το σχήμα που προκύπτει από τη μετατόπιση ενός σχήματος από την αρχική του θέση σε 
κάποια άλλη θέση έτσι ώστε το σχήµα να παραμένει αναλοίῶτο ὠςπροςτη µορφή καιτο 
μέγεθος .ονομάζεται ομόλογο (ἠ εικόνα) του αρχικού. 

Σύγκριση ευθυγράμμωῶν τμημάτων 
Δύο ευθύγραμμα τµήµατα ονομάζονται ίσα όταν µε κατάλ- 
ληλη μετατόπιση συμπίπτουν. . . | 


Μέσο ενός ευθύγραμµου τμήματος ΑΒ είναι ένα μοναδικό  «ο--------------υ-υ- 
σηµείο Ο μεταξύ των Α και Βτέτοιο ώστε ΑΟΞΟΒ. ΑΟΞΟΒ 
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Δύο σηµεία Α και Β λέγονται συμμετρικά ὢὥς προς κέντρο Ο. αν το Ο είναι µέσο του ευθύ- 
γραμµου τμήματος ΑΒ ὁηλαδή ΑΟΞΟΒ. 


Πράξεις μεταξύ ευθυγράμμων τμημάτων 


Α) Πρόσθεση ευθυγράµµµωῶν τμημάτων. 

Για να προσθέσουμε δύο ευθύγραμμα τµήµατα, µε τη βοήθεια του διαβήτη τα µετατοπί- 
ζουμε πάνω στην ίδια ευθεία ώστε να είναι διαδοχικά. 

Όπως φαίνεται στο επόμενο σχήµατο ΑΒ μετατοπίζεται στο ΚΛ.τοΓΔ µετατοπίζεταιστο ΛΖ. 


ΤότεΑΒΛΓΤΓΔΞΚΖ. Τοτµμήµα ΚΖλέγεται ἀθροισμα των ΑΒ καιΓΔΛ. 


Β) Αφαίρεση ευθυγράμµων τμημάτων. 

Για να αφαιρέσουμε δύο ευθύγραμμα τµήµατα, τα µετατοπίζουµε κατάλληλα, µετη βοήθ- 
εια του διαβήτη, ώστε να βρίσκονται στην {δια ευθεία και να έχουν κοινό άκρο και κοινά 
εσωτερικά σηµεία. 

Όπως φαίνεται στο επόμενο σχήµατο ΑΒ µετατοπίζεταιστο ΕΖ.το[Δ μετατοπίζεταιστο ΕΛ. 
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ΤότεΑΒ-ΤΓΔΞΛΖ. Τοτµήµα ΔΖ λέγεται διαφορά των ΑΒ και[Δ. 


Γ) Γινόμενο φυσικού αριθμού µε ευθύγραμμο τµήµα. 

Για να πολλαπλασιάσουμε ένα ευθύγραμμο τµήµα ΑΒ µε 
Ζ ΄ { ζ ΄ Αι ΑΔ, Α. Ὃν ανα 

φυσικό αριθµό ν, μετατοπίζουµε ν φορές το ευθύγραμμο 

τµήµα στην ίδια ευθεία. 








Όπως φαίνεται στο επόμενο σχηµα το ΑΒ μετατοπίζεται η 3 
διαδοχικά στα ευθύγραμμα τμήματα Α/Α.,, Α.Α. Α.Α»... ! 
ο ἃ η 
Τα ν διαδοχικά ευθύγραμμα τμήματα σχηματίζουν το ευθύ- ν τμήματα ίσα µε το ΔΒ 


γραμμο τµήµα ΑΙ/Α., που εἰναιίσο µε ν: ΑΒ. 
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Μήκος ευθύγραμµου τμήματος 


Μήκος ενός ευθύγραμµου τμήματος ΑΒ είναι ένας θετικός αριθµός που δείχνει πόσες 
φορές µεγαλύτερο ή μικρότερο είναιτο ΑΒ από ένα ευθύγραμμο τµήµα που θεωρούμε 
ότι έχει μήκος τη µονάδα. 

Το μήκος ενός ευθύγραμµου τµήµατος ΑΒ λέγεταικαι απόσταση των σημείων Α καιβ. 
Για παράδειγµα στο επόµενο σχήµα είναι ΑΒ Ξ- 2χ δηλαδή ΑΒ Ξ΄2. 


Α χ κ χ ΕΒ 
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Β. ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΑΣΚΗΣΕ(ΟΝ 


Μέθοδος 1 


1. Όταν δίνεται το µέσο Μ ενός ευθύγραµµου τμήματος, έστω ΑΒ. να έχουµε πάντα 


ΑΒ 
υπόψη ότι ΑΜΞΜΕΒ-Ξ ων 


Μέθοδος 2 


2. Για να αποδείξουµε µια σχέση ισότητας ευθυγράµµων τμημάτων. 

» Ξεκινάμε απὀ το µέλος που μπορούν να γίνουν πράξεις. 

.Προσπαθούμε µε κατάλληλες προσθαφαιρέσεις να εκφράσουµετα ευθύγραμμα τµή- 
µατα που έχουµε συναρτήσει των τμημάτων του άλλου μέλους της ισότητας. 

. Συνήθως συμβολίζουμε µετα ίδια γράμματα τα ίσα ευθύγραμμα τμήματα. 
















ΙΓ. ΛΑΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
Άσκηση 1 
Έστω τα διαδοχικά και συνευθειακά σηµεία Α. Β. ΙΓ και Μ. Ντα µέσα των ΑΒ και ΡΓ 


αντίστοιχα. Δείξέτεότι ΜΝ - -- ἳ 
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Λύση 
1 τρόπος 


ΑΒ 
Έχουμε Μ µέσοτου ΑΒ οπότε ΑΜΞΜΒΞ οἲ 


Ομοίως Ν µέσοτου ΒΙ,οπότε ΒΝΞΝΓΞ -- 


(012) 
παρ νο ὃν ο 
2 2 . 2 
2/Στρύπος 
ο ο 2(α--β) ΑΓ 
Αν ονοµάσουμεΑΜΞΜΒΞακαιΒΝΞΝΙΞβτότε: σι τσος 


Άσκηση 2 


Έστωτα διαδοχικά και συνευθειακά σηµεία Α.Β.ΙΓ.Λκαι Μ. Ντα µέσατων Αβκαι[ΓΛλ 


ΑΔΤΓΡΓ 
αντίστοιχα. Δείξτε ότι 1. ΜΝ Ξ ο ΠΠ. ΑΓΓΒΔΞΑΔΤ{ΓΡΓ 
Λύση 
. 
1 τρόπος 
Α 5 Ἡ Δ 
ο ο ------ο- ο -- ο----- 
Μ Ν 


ΑΒ 
Έχουμε Μ µέσοτου ΑΒ.οπότε ΑΜΞΜΒΞ -- 


Γ 
Επειδή Ν µέσοτουδΔ.είναι ΓΝΞ ΝΔΞ ο 


Άρα ΛΑ. ο μα ος «ΑΡ ΣΕ ΤΑ ΜΗ ΕΡΓΝΓΝΞΜΝ 


25τρύπος 
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|. Αν ονομµάσουμεΑΜΞΧΞΜΗκαιΓΝΞΥΞΝΗΒ,τότε: 
ΑΔ-ΕΡΙ 2Χ-ΕΒΡΙΓ-2Υ-ΒΡΙ 
---- ο ον, : Σ ΚΦΗΓΥΥ- ΜΝ 


Π.ΑΓΓΒΔΞΟΧΓΒΙ ΓΒΙ Γ2ΥΞ2ΧΤΕΒΙ Γ2ΥΓΒΓΞΑΔΤ{ΕΡΙ. 
Άσκηση 3 


Σε ευθεία ε θεωρούμε το ευθύγραμμο τµήµα ΑΒ. το µέσο ΜΙ ένα τυχαίο σηµείο Σ 

μεταξύ των Μ και Β. και Ρ ένα τυχαίο εξωτερικό σηµείο του ΑΒ. Δείξτε ότι: 
ΣΑ-ΣΒ ΡΑΓΡΒ 

. κκ και Π. στ ο : 


Λύση 


ΑΒ 
Έχουμε Μ µέσοτου ΑΒ.οπότε ΑΜΞΜΗΞ ο. (1). 


: ΣΑ-ΣΒ ΣΜΙΜΑ-(ΜΗ-ΣΜ) ΣΜΙΜΑ-ΜΒΗΣΜ 


. 3 2 
25Μ--ΜΗ- ΜΒΗ 
ο λος οδαἩ. 
ο 
μ. ΡΑΥΡΒ  ΡΜΙΥΜΑΦΡΜ:ΜΒ Ὁ 2ΡΜ{ΜΒ- ΜΒ ϱι 
9 2 . 
Άσκηση 4 


Στην ευθεία επαίρνουµετα σηµεία Α. Β. Σ και κ. Το σηµείο Σ είναι εσωτερικό σηµείοτου 
τμήματος ΑΒ ώστε ΣΒΞ - ΣΑ. Το σηµείο Ιά είναι εξωτερικό του τμήματος ΑΒ προς το 


3ΚΑ Γ4ΚΒ 


µέροςτου Α. Να δειχθεί ότι: ΚΣΞ ' 
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Λύση 


Είναι ΚΣΞΚΑ-ΔΑΣ«532ΚΣ-2ΚΑ-2:ΑΣ και 
ΚΣΞΚΗ- ΣΕςΣ»4ΚΣ-4ΑΚΕ- 4ΣΕΗ - 4ΚΒ- 43 ΣΑ -4ΚκΗ- 3ΣΑ 
3ΚΑ.--4ΚΒ 


Άρα είναι ΤΚΣΞ2ΚΑ--4ΚΒ ο» ΚΣ- - 


Άσκηση 5 
Σεευθεία εδίνονται στη σειράτασηµείαβ.Ρ.Β.Σ ώστεβΑΞκῬβκαιΣΑΞκ.ΣβΒ. όπου 


2 
(ΑΒ) (ΑΡ) (ΑΣ) 








κθετικός. Να δειχθεί ότι: 


Λύση 
΄ ! 1 


(Θέλουμε να δείξουμε ότι: (ΑΒ) ΑΡ) ΑΣ: 





ενα δµίέομης. 8) ΔΡ) 
Αρκεί να δείξουμε: (ΑΡ) 1- (ασ) Ξ- 
(ΑΡ). (48). (Ρ4ΡΒ) (ΑΣ-ΣΒ) («ΡΒ«ΡΕ) (5Β-ΣΕ) 
(ΑΡ) (ΑΣ) ΑΡ (ΑΣ) ο (κρβ) (κ58). 
(128). (κ-Ε(ΣΒ) καὶ κ.α» 
κ(ΡΒ) κ(ΣΒ) κ κ 
Δ. ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ 


1. Έστω Α. Β, ΙΓ συνευθειακά σηµεία καιτα ευθὐγραμμα τμήματα ΑΒ µεμµέσοτο Μ. ΑΙ 
μεμέσοτο ΘκαιΑΒ «ΑΙ. Δείξτε ότιτο σηµείο 8 βρίσκεται 
ἱ.. μεταξύτων Μ καιΒ. αν ΑΙ «2ΑΒ και 
Π. μεταξύ των Β καιΓ,αν ΑΓ 22ΑΒ. 
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2. Έστω τα διαδοχικά και συνευθειακά σηµεία Α.Β.Τ, Δκαι] µέσοτου ΒΔ. Δείξέτε ότι 
2ΑΙΓ 2 ΑΔ. 


3. Ὥστω τα διαδοχικά και συνευθειακά σηµεία Α.Β.Τ,. ΔκαιΜ., Νταμέσατων ΑΒ ΚαιΙΓΛ 


αντίστοιχα. Αν ισχύει ΕΙ - - .δείξτεότιΑΔδΞΜΙ ΓΒΝ. 


5 
4. Δίνεταιτμήμα ΑΒ ευθείας ε και ένα εσωτερικό σηµείο Μ. τέτοιο ώστε ΜΑ - 5 ΜΒ. Αν 


5 
Σ,είναι σηµείο στην προέκταση του ΑΒ προςτο Β. τέτοιο ώστε ΣΑ - το , αποδείξτε 


| | | 


ὅτε (8) (ΑΜ) (ΑΣ): 








5. Εστω τα διαδοχικά και συνευθειακά σηµεία Α.Β.ΤΓ,Δτέτοια ώστεβΒΙ Ξ2ΑβΒκαιΓΛλΞΞΑΒ. 
Αν Μ.Ν.Θ είναιτα µέσατων ΑΒ. ΒΙ και] Δ αντίστοιχα και Ν΄ είναιτο συμμετρικότου Ν µε 
κέντροτο/ να δείξετεότιΑΜΞΟΘΟΝ’. 


Ε. Το ΞΕΧΟΡΙΣΤΟ 6ΕΜΑ 


Ανα.β. γείναιτρία ευθύγραμμα τμήμµματατέτοια ώστεα 2β Ἄγνα δειχθεί ότι; 


αἲβΤΥ, 
3 


Υς α 
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Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ ΓΝΩΣΕΙΣ ΟΕΟΡΙΑΣ 


Ημιεπίπεδο 

Κάθε ευθεία ε επιπέδου ΤΙ χωρίζει τα σηµεία του επιπέδου 
που δεν ανήκουν στην ε σε δύο σημειοσύνολα ΠΠ, Π., τα 
οποία ονομάζονται ἡμιεπίπεδα µε την ιδιότητα: 

ἄν 4 σηµείο του Π, και Β σηµείο του Π, τότε ή ευθεία ε 
τέμνει το ευθύγραμμο τµήµα 48,ενῶ αν 4 και Β σηµεία του 
ἴδιου ἡμιεπιπέδου ή ευθεία ε και το 48 δεν τέμνονται. 

Το ημιεπίπεδο ΠΠ, το συμβολίζουμε (Ε.Α) καιτο Η, αντί- 
στοιχα (ε,Β). 





Η γωνία 
Θεωρούμε δύο ηµιευθείες Οχ και ΟΥ καιτα σηµεία Α και Β 
αυτών. 









Κυρτή γωνία ή γωνία ονομάζεταιτο µέροςτουεπιέδου « 
που ορίζεται από τα κοινά σηµεία των ημιεπιπέδων (ΟΣΧ.Β) 
και(ΟΥ.Α).Το σηµείο Ο λέγεται κορυφή της γωνίας. 


Συµβολίζουμε µε χΟυ ή γΟχ . η ΑΟΒ ή ΒΟΑ .Τα ση- 
µεία του επιπέδου που δεν ανήκουν στις πλευρές είναι τα 
εσωτερικά σηµεία της γωνίας. 

Τα σηµεία του επιπέδου που δεν ανήκουν στην κυρτή γῶ- 
νία µαζί µετα σηµεία των ημµιευθειών Οχκαι ΟΥ λέγεται µή 
κυρτή }ωνία. 


Σύγκριση γωνιών 


; ; ; / σΆ ών 
Για να συγκρίνουμε δυο γωνίεςτις µετατοπίζουµε κατάλλη- ὃν 
Φ / / / ο 
λα ώστε να συμπέσοὺν οι κορυφές τοὺς και µια πλευρά 3 


τους. Αν και οι άλλες πλευρές συμπίπτουν τότε οι γωνίες 
είναι ίσες, διαφορετικά η γωνία της οποίας η πλευρά βρί- 
σκεται στο εσωτερικό της άλλης γωνίας είναι η μικρότερη. 


24. 


άιχοτόµος γωνίας είναι η ηµιευθεία που βρίσκεται στο εσω- 
τερικό µιας γωνίας καιτη χωρίζει σε δύο ίσες γωνίες. 
Κάθε γωνία έχει µία µόνο διχοτόµο. 


Είδη γωνιών 

 Μήδενική }ωνία λέγεται η κυρτή γωνία της οποίας οι 
πλευρές συμπίπτουν. 

« /Ιλήρής γωνία είναι η µη κυρτή γωνία η αντίστοιχη της 
µηδενικής. 

«Γυθεία γωνία λέγεται η γωνία της οποίας οιπλευρές είναι 
αντικείµενες ηµιευθείες. 
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. Ορθή γωνία είναι µία απὀ τις δύο ίσες γωνίες που σχηματίζει η διχοτόµος της ευθείας 


ο ον 
--ὐ--υ/«Ὑἧἤᾖ.. 
μηδενική γωνία  ἅ 





ἵ-« 


πλήρης γωνία Χ 


ἡ 
ο 
ν Χ 
ευθεία γωνία ο χ 


ορθή γωνία 


Ὃν 


οξεία γωνία 


γωνίας. Οιπλευρές µιας ορθής γωνίας λέμε ότι είναι κάθε- 
τες μεταξύτους. 

ο Οξεία γωνία λέγεται µια γωνία μικρότερη από µια ορθή. 
ο 4μβλεία γωνία λέγεται µια γωνία μεγαλύτερη από µια 
ορθή. 


Απόσταση σημείου Α από ευθεία ε ονομάζεται το μήκος 
του μοναδικού ευθύγραμµου τμήματος που συνδέει κάθετα 
το σηµείο Α µετην ευθεία ε. 

Απο κάθε σηµείο εκτός ευθείας άγεται µία µόνο κάθετος 
σε αυτή. 

Απο κάθε σηµείο ευθείας άγεται µία µόνο κάθετος σε αυτή. 


Μεσοκάθετος ενός ευθύγραμµου τµήµατος ΒΙ είναι η µο- 
ναδική ευθεία η οποία διέρχεται κάθετα από το µέσο Ο του 


αμβλεία γωνία 


Α 

. 
Α 

Β Ἡ 
ο 


ΟΒΞΟΓ 
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ΒΓ.Τα σηµεία Β.Ι λέγονται συμμετρικά ὠςπροςτην ευθεία 
ΑΟ καιη ευθεία ΑΟ λέγεται άξονας συμμετρίας. 

Πράξεις μεταξύ γωνιών 

Εφεζής ονομάζονται δύο γωνίες οι οποίες έχουν : 

«κοινή κορυφή 

ο µια πλευρά κοινή 


οτις µη κοινές πλευρές εκατέρωθεν της κοινής. : 


π.χ οι γωνίες χΟυ και γΟ7 είναι εφεξής. 
Δύο εφεξής γωνίες είναι πάντοτε διαδοχικές. 


Ζ 
ο 
Χ 
7 
Α. Πρόσθεση γωνιών 
Για να προσθέσουμε δύο γωνίεςτις µετατοπίζουµε κατάλ- 
ληλα ώστε να γίνουν εφεξής. Στο διπλανό σχήμα έχουµε: ή 
χΟγ-ω.,γΟοζ-φκαι χΟΖ- χουν γΟοζ-ω-φ ολ 
«Το άθροισμα µιας κυρτής και της µη κυρτής µε την ίδια | : 
κορυφή καιτις ίδιες πλευρές. είναιτο επίπεδο. 
Ζ 
μ 
Χ 


«Π πρόσθεση γωνιών επεκτείνεται καιγια περισσότερες απο δύο 
γωνίες. Το άθροισμα όµως δύο ή περισσότερων γωνιών,δεν 


είναι πάντοτε γωνία µετον ορισµόπου δώσαμε, διότι µπορεί 

το άθροισµα να είναι μεγαλύτερο απο µιαπλήρη γωνία. 
Β. Αφαίρεση γωνιών 
Για να αφαιρέσουμε δύο γωνίεςτις µετατοπίζουμε κατάλληλα 
ώστενα συμπίπτουν οικορυφέςτους, καιη µιαπλευράτους. Ο 


Στο διπλανό σχήμα έχουµε: χΟ;Σ-- χΟυ -- γΟ7 


ΓΕ. Γινόμενο φυσικού αριθμού µε γωνία 
Για να πολλαπλασιάσουμε µία γωνία µε φυσικό αριθµό ν, αθροίζουµεν διαδοχικές γωνίες 
ίσες µετην αρχική γωνία. Για παράδειγµα, γράφουμε: ν: χΟΖ --χΟοζ«χΟζ--..« «χο 

ν όροι 
Γωνίες µε ορισμένη σχέση 
Συμπλήρωματικές ονομάζονται δύο γωνίες µε άθροισμα ίσο µε µία ορθή (σχ. 1). 
Παραπλήρωματικές ονομάζονται δύο γωνίες µε άθροισµα ίσο µε µία ευθεία γωνία (σχ. 3). 


7 
Φὢ 
ῶ (σχ. 3) 
(σχ. 1) 
γ (σχ. 2) .. : ͵ 
Ο Χ 7 ὃ Χ 


Αποοεικνύεται ότι δύο εφεξής και παραπληρωματικές γωνίες έχουν τις µη κοινές πλευρές 
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τους αντικείµενες και αντίστροφα. 
Κατακορυφήν ονομάζονται δύο γωνίες µε κοινή κορυφή και αντίστοιχες πλευρές αντικείµενες(σχ. 2). 
Αποζεικνύεται ότι; 
Γιατιςκατακορυφήν γωνίεςισχύουν: 
ι. Οικατακορυφήν γωνίες είναι ίσες. 
τι. Οι διχοτόµοι δύο κατακορυφήν γωνιών είναι αντικείµενες ηµιευθείες. 


Κύκλος είναι το επίπεδο σχήμα του οποίου όλα τα σηµεία 
ισαπέχουν απόσταση ρ απὀ ένα σταθερό σηµείο Ο καισυµ- 
βολίζεται µε(Ο.Ρ). Το σηµείο Ο λέγεται κέντρο του κύκλου 
καιη απόσταση ρ ακτίνα του κύκλου. 


Ίσοι λέγονται δύο κύκλοι αν µε κατάλληλη μετατόπιση συ- 
µπίπτουν μεταξύ τους. Δύο ίσοι κύκλοι έχουν ίσες ακτίνες 
και αντίστροφα. 


Στοιχείατου κύκλου 

Τόξο είναι το τµήµα του κύκλου που ορίζεται από δύο τυχαία 
σηµείατου κύκλου. 

Χορδή είναι το ευθύγραμμο τµήµα που ενώνει δύο τυχαία 
σηµείατου κύκλου. 

Απόστημα χορδήςλέµετο κάθετο ευθύγραμμο τµήµα που 
άγεται απο το κέντρο του κύκλου πρός τη χορδή. 
Διάμετρος κύκλου είναι µία χορδή που διέρχεται απὀ το 
κέντροτου. 





Σύγκριση τόξων 

Ίσα λέγονται δύο τόξα αν µε κατάλληλη μετατόπιση πάνω 
στον κύκλο συμπίπτουν τα άκρατους. Διαφορετικά το τόξο 
του οποίου το άκρο είναι εσωτερικό του άλλου τόξου είναι 
το μικρότερο. Η σύγκριση τόζων έχει νὀήμα ὀταν τα τόζα 
βρίσκονται! στον {91ο κύκλο ή σε ίσους κύκλους. 








ο) 


απόστημα 


διάμετρος 


Επίκεντρή λέγεται µία γωνία που έχειτην κορυφή της στο 

κέντρο ενός κύκλου. Οιπλευρέςτης επίκεντρης γωνίας ορί- Δ 
ζουν στον κύκλο το αντίστοιχο τόξο της επίκεντρης γωνίας 

καιλέμε ότιη γωνία βαίνει στο τόξο ΑΒ. Γ Β 


Σχέση επίκεντρης γωνίας και αντίστοιχου τόξου 9 


Δύο τόξα ενός κύκλου είναι ίσα .αν και μόνον αν. οι αντί- 


στοιχες επίκεντρες γωνίεςτους είναι ίσες. Α 


ΑΗ- ΤΑ Φως-φ 
ᾖβδ« αρ «»ΒΟΔ« ΑΌΒ 
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Άμεσα συμπεραίνουμε ότι: 


Κάθε ὁιάµετρος διαιρεί τον κύκλο σε δύο ἴσα τόζα που λέγονται 
ἠμικύκλια. 


« ήύο κάθετες ὁιάµετροι ὁιαιρούν τον κύκλο σε τέσσερα ἴσα τὀζα που λέγο- 
νται τἐταρτοκύκλ]α. 


«ήύο τόζα ενός κύκλου είναι άνισα όταν οἱ αντίστοιχες επίκεντρες γωνίεςτους 
εἶναι επἰσής άνισες. 
ο Ί0 μέσο κἆθε τόξου εἴναι μοναδικό. Α Β 
Μ 
Μέτρο τόξου και γωνίας 
Μέτρο τόξου είναι ο θετικός αριθµός που εκφράζει τη σχέση του τόξου µε το τόξο µιας 
μοίρας. Τόξο µιας μοίρας είναιτο τόξο που αντιστοιχεί σε επίκεντρη γωνία µιας μοίρας (1). 


Μέτρο γωνίας είναιτο µέτροτου τόξου στο οποίο βαίνει αν την καταστήσουµε επίκεντρη. 


Β. ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΑΣΚΗΣΕΟΝ 


Κάνουμε ένα σχήµα και σημειώνουμε τις ίσες γωνίες µε τα ίδια γράμματα και έχουµε 

υπόψη µαςτα εξής: 

«() συμπληρωματικές γωνίες έχουν άθροισµα 0905, οι παραπληρωματικές γωνίες έχουν 
άθροισμα 1505. 

ο Η διχοτόµος µιας γωνίας τη χωρίζει σε δύο ίσες γωνίες. 

ο()ικατακορυφήν γωνίες είναι ίσες. 


1. ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Άσκηση 1 
Να αποδείξετε ότι οι διχοτόµοι δύο εφεξής παραπληρωματικών γῶὠνιών είναι κάθετες. 
Λύση 


Αρκεί να αποδείξουµε ότιη γωνία ΑΟΒ είναι 905. Α 
Σημειώνουμετις ίσες γωνίεςτου σχήματος και έχου- 
με: 


2ω429--180«»ωφ--οθί «» ΑΟΒ --ο0". 
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Άσκηση 2 
Να υπολογίσετετον άγνωστο χστις παρακάτω περιπτώσεις. 





Λύση 
ι. Οι γωνίες ὢ και θ είναι συμπληρωματικές.οπότε έχουµε: 


- όχ- 129 
ὦ-κθ-- ο0: σσ -εδκ-τ' «900 «5» 6χ.- 125 0χ- 3 --270) «5 


15χ-- 285 «ο κ-]1Ι9' 
τι. Οι γωνίες ὢ και θ είναι παραπληρωματικές,οπότε έχουµε: 


ω-0 - 180" «9 κ.:δ.--2κ--3- -1807 «9 4χ--Ι78 «ο κ-- 44,5 
τι. Οι γωνίες ὢ και θ είναι κατακορυφήν ,οπότε έχουµε: 


ω-θςνοχ- 7. -χ)-19.χ2- σχ.6--θ«κ--2" ή κΞ23' 


Άσκηση 3 
Θεωρούμε αµβλεία γωνία ΑΟΒ και στο εσωτερικό τηςτην ηµιευθεία ΟΙ | ΟΑ. Αν ΟΛ. 


ΟΕ οι διχοτόµοι τῶν γωὠνιών ΑΟΒ καιΒΟΓ αντίστοιχα. να αποδείξετε ότι ΔΟΕ -45.. 
Λύση 
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Αν ονομάσουμετιςίσες γωνίες µε ὦ και φ όπως φαίνεται στο διπλανό σχήµα καιτη γωνία 


Ωω ; ; . ΧΓω 
ΓΟΔΞΧ., αρκείνα αποδείξουμε ότι φ«ΧΞ 





ΧΓΟΩ 
Έχουμε μες πε μμκθκομμαισεαρη 
Άσκηση 4 


Έστω Α.Β σηµεία ημικυκλίου και Μ το µέσο του τόξου ΑΡ. 


τς οτε. ΡΑΣΡΒ 
ἱ.Αν Ρ σηµείοτου ημµικυκλίου που δεν ανήκειστο ΑΒ τότε αποδείξτεότι ΡΜΧ---- 
--- οκ. ΣΑ-ΣΒ 
Π. Αν Σ σηµείο του τόξου ΜΒ τότε αποδείξτε ότι: ΣΜ - το 
Λύση 
Μ 
Α 
» 
| Β 

ἱ. Αφού το Μ είναι µέσο του τόξου ΆΒ είναι ΑΜ--ΜΒ. 

Τότε έχουµε: 

ΡΑΕΡΒ ο ΡΑ«ΕΡΑ2ΑΜ ο 2ΡΑ «2ΑΜ ο 

2 2 ΄ 
βλ ΑΝ) 
- πο ΞΡΑ-ΓΑΜΞΡΜ 
ο 58 ΣΜΙΜΑ-[(ΜΗ-ΣΜ] η «-- 
Πιτ -ἵ-ἵ--ἷἵ--- -----ςΞσΜ 
2 2 
Β 

Άσκηση 5 
Με βάση το διπλανό σχήµα να υπολογιστούν οιχκαιγ κα ῇ 
αν ΑΒ - 2χ.ΒΓ --2γ--3και ΑΑΞ200'. Δ 


Λύση 
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Είναι ΑΔ-- 2000 «» ΑΓ. ΓΔ-- 2000 «» 
1400 ..ΓΔ-- 2000 «5 ΓΛ-- 200 «5» 2χ--20: «σχ--100 


ΑΒ ΒΓ --1800 «207 12γ43--1800 «» ν--78,5ἳ 


Άσκηση 

Σεκύκλο(θ. ϱ)παίρνουμε σημείο Γ καιγράφουµετον κύκλο (1. ϱ). Ονοµάζουµε Α ένα κοινό 
σηµείο τῶν κύκλων και φέρνουμετις διαµέτρους ΑΕ και ΑΖ.τῶν κύκλων(θΘ. ϱ) και (1. ϱ) 
αντίστοιχα. Να δειχθεί ότιτα ευθύγραμμα τμήματα ΕΙ και 97, είναι ίσα. 

Λύση 





Είναι ΑΓΕ - ΑΘΖ (ημικύκλια ίσων κύκλων) και Άθ- ΑΓ (τόξα τῶν ίσων χορδών ΑΘ και 
ΑΓ). Άρα ΕΓ -- 67 (διαφορές ίσων τόξων). Επομένως ΕΓ -- 87 (Ως χορδές ίσων τόξων). 


Άσκηση 7 

Δύο γωνίες ΑΟΓΙΓ και ΒΟΙ έχουν κοινή κορυφή. κοινή πλευρά και δεν είναι εφε- 
ξείς. Να δειχθεί ότι η γωνία των διχοτόμωῶν τῶν γὠνιών είναι ίση µε την ηµιδιαφο- 
ρά τῶν γωὠνιών. 

Λύση 


Φέρνουμετις ΟΚ. ΟΔ διχοτόµουςτων ΑΟΓ και ΒΟΓ. 





Είναι ΔΟΚ -β-- α-.ΑΟΓ. ΒΟΓ «ΑΟΓ:ΒΟΓ. 


΄ 2 2 
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Άσκηση ὃ 
Από σημείο Ο µιας ευθείας ΑΒ φέρνουμε προςτο ίδιο µέροςτης ΑΒ ηµιευθείες ΟΙ και 
ΟλΔτέτοιες ώστε. οι γωνίες ΑΟΙ. ΓΟλΔ και ΔΟΒ να είναι διαδοχικές. Αν ΟΚ και ΟΗ είναι 


οι διχοτόµοι τῶν γὠνιών ΑΟΙ και ΒΟΛΔ αντίστοιχα και ΚΟΗ -Ι0θ'.να υπολογισθεί η 
γωνία ΓΟΔ. 


Λύση 





Είναι ᾧεᾶ κῶ--100 «» 2ῷ «2422-2005 (1) 
Ακόμα είναι: 296 ΕΧ-Ξ2ῶΞ 150’ (2) 
Απόγις (1) και(2) έχουµε ἄΞ20". 


Δ. ΠΗΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ 


1. Να υπολογίσετετη γωνία ὦ σεκαθεµία απότις παρακάτω περιπτώσεις: 
ι. η γωνία ὦ είναι τετραπλάσια από την παραπληρωμµατική της. 
τι. η γωνία ω είναι κατά 105 μικρότερη από την συμπληρωματική της. 
μι. η παραπληρωματική της γωνίας ὦ και η συμπληρωματική της έχουν άθροισμα 
ίσο µε 220». 


2. Να υπολογίσετετον άγνωστο Χστις παρακάτω περιπτώσεις. 


80” - 20 -ου 
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3. Να υπολογίσετετις γωνίες φ και ω στις παρακάτω περιπτώσεις: 
ι. οι γωνίες είναι συμπληρωματικές και η διαφορά τους ισούται µετο 1/9 της ορθής. 


τι. οι γωνίες είναι παραπληρωματικές και η διαφορά τους ισούται µετα 10/9 της ορθής. 


4. Έστω ορθή γωνία χουν και οι γωνίες ΑΟΒ και ΓΟΛ τέτοιες ώστε οι ηµιευθείες Οχ 
και ΟΥ να είναι αντίστοιχα οι διχοτόµοιτους. Αν οι ηµιευθείες ΟΒ και ΟΓ βρίσκονται 


στο εσωτερικό της χουν ,δείξτε ότιοι ΑΟΓ και ΒΟΔ είναι παραπληρωματικές. 


5. Έστω οιηµιευθείες ΟΑ.ΟΒ.ΟΓ και ΟΔ τέτοιες ώστεη γωνία ΒΟΓ να είναι ορθή. Να 
υπολογίσετετη γωνία ΑΌλ αν: 
ι. οι γωνίες ΑΌΟΒ και ΓΟΛ είναισυ μπληρωματικές. 


τι. οι γωνίες ΑΟΒ και ΓΟΛ είναι παραπληρωματικές. 


6. Έστω οι γωνίες ὦ Και φ οι οποίες έχουν κοινή κορυφή. µία κοινή πλευρά και δεν είναι 
εφεξής. Αν η διαφορά τους είναιίση µε 905. δείξτε ότιη διαφορά των διχοτόµωντους 


είναι ίση µεθβ»». 


σι 


7. Να υπολογιστούν τα τόξα ΆΕ και ΑΘ στο διπλανό σχήμα , Γ 


ο. ο. ”----- πο ] ος 
αν ισχύουν ΑΘ--ΕΒ Ξ- 3ΑΒ και ΔΘ- τα 


Φ 


δ. Ὥστω γωνία ΑΟΒ και ημιευθεία ΟΙ στο εσωτερικό τηςτέτοια ώστε 3ΑΟΙ --5ΒΟΓ. 


Αν η ηµιευθεία ΟΑ είναι εσωτερική της ΒΟΓ να δείξετε ότι ΓΌλ-5 ο στο 





Ε, Το ΞΕΧΟΡΙΣΤΟ ΘΕΜΑ 


Έστω τόξο ΑΒ ενός κύκλου (Ο.Ρ) και σηµείο Μ τέτοιο ώστε ΑΜΞ«Ξ ΜΒ. Δείξτε ότι 
ν 


για τυχαίο σηµείο Σ του κύκλου εξωτερικό του τύξου ΜΑ ισχύει 


ν 








ΣΑ----ΣΒ. 
μην μτν 


ΣΜ- 








Τρίγὠνα 





Βασικοί γεώμετρικοί 
τύποι - Ανισοτικές 
σχέσεις 





3 ἹΚεφάλαιο 





Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ ΓΝΩΣΕΙΣ ΟΕΟΡΙΑΣ 


Ορισµός - Κύρια στοιχεία τριγώνου 


Τρίγωνο ονομάζεται ένα πολύγωνο µετρεις πλευρές καιτρεις γωνίες. Οιπλευρές καιοι 
γωνίες είναιτα κύρια στοιχεία του τριγώνου. 
Οι σχετικές θέσεις των γωνιών ως προςτις πλευρές είναι: 


ΙΓ ὠνία περιεχόµενη σε δυο πλευρές: 
Στο διπλανό σχήµα η γωνία Γ είναι περιεχόµενη στις πλευρές α και β. 


Ι ὠνία απέναντι από πλευρά: . 


Στο διπλανό σχήµα η γωνία είναι απέναντι από την 
πλευρά γ. 


Γ ὠνίες προσκείµενες σεπλευρά: 

Στο διπλανό σχήµα η γωνία Γ και η γωνία Β είναι προ- Ἡ ή 

σκείµενες στην πλευράα. α 

Τα τρίγωνα ανάλογα µετιςπλευρέςτους χωρίζονται σε: 

»Σκαλήνά. αν έχουν άνισες πλευρές. 

.[σοκελή. αν έχουν δυο πλευρές ίσες. Τότε η τρίτη πλευρά λέγεται βάση του τριγώνου και 
η απέναντιτης κορυφή λέγεται κορυφή αυτού. 


. /σόπλευρα. αν και οιτρείς πλευρές είναι ίσες. 


ο. λἩ- 


Σκαληνό Ισοσκελές Ισόπλευρο 


3δ. Τρίγῶνα 


Τα τρίγωνα ανάλογα µετις γωνίεςτους χωρίζονται σε: 

ο Οζυγώνια. αν και οιτρείς γωνίεςτους είναι οξείες. 

. Ορθογώνια. αν έχουν µια ορθή γωνία. Τότε οι ὃυο πλευρές που περιέχουν την ορθή γωνία 
λέγονται κάθετες και η πλευρά που είναι απέναντι απο την ορθή λέγεται υποτείνουσα. 

. 4μβῤλυγώνια. αν έχουν µια αμβλεία γωνία. 


Οξυγώνιο Αμβλυγώνιο Ορθογώνιο 


Δευτερεύοντα στοιχεία τριγώνου ( ὁδιάµεσοι, διχοτόµοι, ύψη) 

Τα δευτερεύοντα στοιχεία ενός τριγώνου είναι: 

» Η διάµεσος που είναι το ευθύγραμμο τµήµα που ενώνει µια κορυφή µε το µέσο της 

απέναντιπλευράς. 

./ΗΗ διχοτόµος που είναιτο ευθύγραμμο τµήµα της διχοτόµου της γωνίας.απο την κορυφή 
µέχριτην απέναντι πλευρά. 

. Ίο ύψος που είναι το κάθετο ευθύγραμμο τµήµα που φέρεται απο µια κορυφή προς την 

ευθεία της απέναντι πλευράς. 


ν) 


ν 


Διάμεσος Διχοτόμος Ύψος 


Κριτήρια ισύτηταςτριγώνων 

1’ Κριτήριο(Π-Γ-Π) 

Αν δύο τρίγῶώνα έχουν δύο πλευρές ίσες µία προς µία και τις περιεχόµενες σε αυτές 
γωνίες ίσες, τότε είναι ίσα. 


ω Δ 
.. ἐ.. 


πλ Αα λθι 


Τρίγωνα 340. 


2) Κριτήριο(! -Π-Γ) 
Αν δύο τρίγώνα έχουν µία πλευρά ίση καιτιςπροσκείµενες σε αυτή γωνίεςίσες µία προς 


µία. τότε είναι ίσα. 
Α Δ 
.. ον. 
Ὦ-ἒ μα 


"η εκ 


30 Κριτήριο (ΗΠ-Π-Π) 
Αν δύο τρίγῶνα έχουν τις πλευρέςτους ίσες µία προς µία. τότε είναι ίσα. 


Α Δ 
... ἐπ. 
ῬΒΓΞΤΕΖ ΑΗΞΑΔΕ ΑΓΠΓΑΔΑΟ 


Παρατήρηση: Το κριτήριο({-Π-Γ) γενικεύεται για µια πλευρά και δύο γωνίες όχι απαραί- 

τητα προσκείµενες στην πλευρά. 

Δηλαδή αν δυο τρίγῶνα έχουν µόνο µια πλευρά αντίστοιχα ίση και δυο οποιεσδήποτε 

γωνίες ίσες τότε είναι ίσα. 

Ειδικότερα για δύο ορθογώνια τρίγωνα ισχύουν τα επόµενα 

κριτήρια ισότητας: 

1ο Κριτήριο 

οΑν δύο ορθογώνια τρίγῶνα έχουν µία πλευρά και µία οξεία γωνία ίσες, τότε είναι ίσα. 

20 Κριτήριο 

«Αν δύο ορθογώνια τρίγῶνα έχουν δύο ομόλογες πλευρές ίσες µία προς µία. τότε είναι 
ίσα. 


Με τη βοήθεια των παραπάνω κριτηρίων αποδεικνύονταιτα επόµενα πορίσματα καιθεω- 

ρήματα: 

1. Σεκάθε ισοσκελές τρίγὠνο οιπροσκείµενες στη βάση γωνίες είναι ίσες. 

2. Σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο η διχοτόµοςτης γωνίαςτης κορυφής είναι ταυτόχρονα ύψος 
και διάµεσος. 

3. Σε κάθε ισοσκελές τρίγῶνο το ύψος που άγεται απο την κορυφή είναι ταυτόχρονα 
διχοτόµος και διάµεσος. 

4. Σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο η διάµεσος που άγεται απο την κορυφή είναι ταυτόχρονα 
ύψος και διχοτόµος. 

5. Οιγωνίες ισόπλευρου τριγώνου είναιίσες. 

6. Κάθε σηµείο της µεσοκαθέτου ενός ευθύγραμµου τμήματος ισαπέχει από τα άκρα του 


40. 


Τρίγωνα 


ευθύγραμµου τμήματος και αντίστροφα αν ένα σηµείο ισαπέχει απο τα άκρα ευθύγραμ.- 
μου τμήματος τότε ανήκει στη µεσοκάθετο αυτού. 

7. Σε κάθε κύκλο, αν δύο τόξα είναι ίσα τότε και οι αντίστοιχες χορδές είναι ίσες και 
αντίστροφα. 

(Σηµείωση: το αντίστροφο ισχύει δεδομένου ότικαιτα δύο τόξα είναι μεγαλύτερα ή µικρό- 
τερατου ημικυκλ{ου.) 

δ.Σε κάθε κύκλο η κάθετος απὀ το κέντροτου προς µια χορδή. διχοτοµείτη χορδή καιτο 
αντίστοιχο τόξο της. 


Θεώρημα 


Απόδειξη 


Θεώρημα 


Απόδειξη 


Δύο χορδές ενός κύκλου είναιίσες αν και µόνο αν τα αποστήµατάτους είναι 


ίσα. 
Κ--Λ--ορ" 
Δ Δ 
ΚΟΑΞΛΟΓ διότι |ΟΑΞΟΓΞρ 
ΑΚΞΤΑΔ 


άρα είναιΟοςΚΞΟΔ. 
Αντίστροφα: 





Δ Δ 
Αν ΟΚ Ξ ΟΔ. τότε ΚΟΔΑΞΛΟΤ. διότι: 


Κ--Λ--ορ" 
ΟΑΞ-ΟΕΒΞ-ρ 
ΟΚ-ΟΛ 


ΑΡ ΤΔ 
Επομένως ο ο σος 


Κάθε σηµείο της διχοτόµου µιας γωνίας ισαπέχει απότις πλευρές της 
και αντίστροφα. 


ΑΞΒΤΞΟΟ’ 
Δ Δ 
ΑΟΜΞΒΟΜ διότι | ΟΜ: κοινή 
ΜΟΑ - ΜΟΒ 





Επομένως  ΜΑΞΜΒ 
Αντίστροφα: 


Δ Δ α α 
ΑνΜΑΙΞΜΗτΤόΕεΔΑΟΜΞΒΟΜ,διότι ΑΞΕΒΞΟΟ’.ΟΜΚκοιν,ΜΑΞΜΒ. 


Επομένως ΜΟΑ - ΜΟΒ δηλαδή ανήκει στη διχοτόµο Ο8δ. 


Τρίγῶνα 4]. 


Β. ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΑΣΚΗΣΕΟΝ 


Μέθοδος 1 


1. Για να δείξουµε ότι δυο τρίγῶώνα είναι ίσα. αρκεί να δείξουµε ὀτιικανοποιούν ένα 
απο τα κριτήρια ισότητας τριγώνων. Δηλ. 

. έχουν τις πλευρές τουςίσες µια προς µια, ή 

. έχουν ὃυο πλευρές ίσες µία προς µία καιτις περιεχόµενες σε αυτές γωνίες ίσες, ή 

. έχουν µια πλευρά καιτις προσκείµενες σε αυτή γωνίεςίσες µία πρός µία. 


Μέθοδος 2 


2. Για να δείξουµε ότι δυο ορθογώνια τρίγωώνα είναι ίσα, αρκείνα δείξουμε ότιικανο- 
ποιούν ένα απο τα κριτήρια ισότητας ορθογωνίων τριγώνων. Δηλ. 

. έχουν δυο κάθετες πλευρές ίσες µια προς µια, ή 

.όχουν µια πλευρά καιτην προσκείµενη σε αυτή οξεία γωνία αντίστοιχα ίσες µία πρός µία. 

























Μέθοδος 5 


3. Για να δείξουμε ότι δυο ευθύγραμμα τμήματα ή δυο γωνίες είναι ίσες αναζητούμε 
κατάλληλα τρίγώνα - τα οποία έχουν στοιχεία τα ζητούμενα - και δείχνουμε ότι τα 
τρίγωνα είναι ίσα. 


Μέθοδος 4 


4. Για να δείξουµε ότι ένα τρίγῶώνο είναι ισοσκελές, αρκείνα δείξουμε ότι 
έχει ὃυο πλευρές ίσες ή 
έχει ὃυο γωνίεςίσες, ἡή 
«το ευθύγραμμο τµήµα που ενώνειτην κορυφή µετη βάση είναι: 

α. ύψος και διάµεσος 

β. ύψος και διχοτόµος 

γ. διάµεσος και διχοτόµος. 








42. Τρίγῶνα 


1. ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Άσκηση 1 
Σεισοσκελές τρίγωνο ΑΒΙ προεκτείνουµετη βάση ΒΙ κατά ίσα ευθύγραμμα τµήµατα 
Βλ και[Ἐ. Να αποδείξετε ότι; 


α. οι γωνίες ΑΒΑ και ΑΓΕ είναι ίσες 


β.τοτρίγὠνο ΑΛΕ; είναιισοσκελές. 


Λύση 


α. Είναι Β--ῶ-- 1505. Τ-εῷ--Ι80’ και επειδή Β --Ι παίρ- 


νουµε: Β:ῶ-Γεφῶ-φ. 
β. Τα τρίγώνα ΑΒΔ και ΑΓΕ έχουν: 
ΑΒΞΑΙ. (από υπόθεση) 


Α Α 


ῶξφ (από α. ερώτημα) 

ΒΔΞΤΕ (από υπόθεση). 
Άρα τα τρίγωνα είναι ίσα αφού έχουν τις δύο πλευρές τουςίσες καιτις αντίστοιχα περιεχό- 
µενες γωνίεςίσες. Οπότε ΑΔΞ ΑΕ, δηλαδή το τρίγῶνο ΑΔΕ είναιισοσκελές. 





Άσκηση 2 

Στοισοσκελέςτρίγῶνο ΑΒΙ παίρνουμε στη ΒΙ τα σηµεία Μ και Ν. ώστε ΒΝΜΞΙ Ν. Κάν 
Ακαι Ε είναι οιπροβολές των Βκαι[ στις ΑΜ και ΑΝ αντίστοιχα. να αποδειχθεί ότιτο 
τρίγῶνο ΑΔΕ είναιισοσκελές. 


Λύση 

Στατρίγωνα ΑΒΜ και ΑΝΙ είναι: 

ΑΒ - ΑΓ, Β-- Τ (γωνίες βάσης ισοσκελούς) και ΒΜ Ξ ΝΓ 
(από υπόθεση). Άρα είναι ίσα , οπότε ΑΜ Ξ ΑΝ και 
Μ, Ξ- Ν, αι Μ. Ξ- Ν, (παραπληρωματικές των Μ,. 1, Ἰ 


Στατρίγὠωνα ΒΛΔΜ και ΓΝΕ έχουµε: 





Δ-Ε-ουρ, ΒΜΞΝΓ. Μ, Ξ Ν, Άρα είναι ίσα και συνε- 
πώςΜΔΞΝΕ.ΤόεΑΜΙΓΜΔΞΑΝΙΓΝΕήΑΔΞΑΕ. 
Άσκηση 3 


Στοτρίγὠνο ΑΒΙ η ΑΛ είναι διχοτόµοςτης γωνίας Α. Απότην κορυφή Β φέρνουµετη 
Ρ7, | ΑΛ, πουτέµνειτην ΑΓ στο Ε. Να δειχθεί ότιη ΑΑ είναι διχοτόµοςτης γωνίας ΒΔΕ. 


Τρίγωνα 43. 


Λύση 


Το τρίγωνο ΑΒΕ είναι ισοσκελές(η ΑΖ είναι διχοτόµος και 
ύψος). Άρα είναι και διάµεσος δηλ. το Ζ είναι µέσοτης ΒΕ. 
Επομένως στοτρίγὠνο ΒΔΕ. η ΔΖ είναι διάµεσος και ύψος, 


που σηµαίνει ότι το τρίγωνο ΒΔΕ είναιισοσκελές, άραη ΔΖ 





είναι και διχοτόµος της γωνίας ΒΔΕ. 


Άσκηση 4 
Εστωτρίγὠνο ΑΒΙ καιΣ εσωτερικό σηµείοτου. Οι ΒΣ και Ι Στέμνουντις ΑΙ καιΑββσταλ 


καιΕ αντίστοιχα. Αν ΒΔΞΊΙ Ἐ και ΒΛΕΞ ΓΕΑ δείξτε ὀτιτοτρίγῶνο ΑΒΙ είναιισοσκελές. 


Λύση 


Επειδή ΒΛΕ --ΓΕΛ το τρίγὠνο ΣΕΔ είναι ισοσκελές. 


ΆραΣΕΞΣΔ (1). 

Απόγτην υπόθεση έχουμεΤΈΕΞΒΔ (2). 

Με αφαίρεση κατά µέλη των (1) και(2) παίρνουμε: ΓΣΞΒΣ.. 
Άρα Βι -- Γι ΐ 





Επίσης τα τρίγωνα ΒΕΙ καιΒΔΓ είναιίσα διότι: 
ΒΔΞΤΓΕ .αποτην υπόθεση 
.ΡΒΙΞΒΙ .κοινή πλευρά 


5 Άι --Τι «Άρα θα έχουν και Β-- Ώπου σηµαίνει ὀτιτο τρίγὠνο ΑΒΙ είναιισοσκελές. 
Άσκηση 5 


Έστω κύκλος (Ο.Ρ) και ΑΑ΄.ΒΒ΄.ΓΓ΄ διάµετροι. Δείξτε ότι τα τρίγὠώνα ΑΒΙ και 
Α΄Β Τείναιίσα. 


Λύση 


Είναι 

ΑΟΒΞ ΑΌΒ΄’.ΒΟΓ-ΒΌΓ’. ΑΟΙ - ΑΌΓ’΄ ὡς κατά κο- 
ρυφήν γωνίες. Επειδή είναι και επίκεντρες οι αντίστοιχες 
χορδές είναι ίσες. 

ΔηλαδήΑΒΞΑ΄ Β΄.ΒΙΓΞΒΤ΄ και ΑΙ ΞΑ΄Τ΄,που σηµαί- 
νει ὀτιτατρίγωνα ΑΒΙ καιΑ΄Β΄ΙΓ΄ είναιίσα. 





Άσκηση 6 
Έστω κύκλος(Ο. ϱ) και δύο ίσες χορδές ΑΒ καιΓΔ µε αποστήµατα ΟΚκαι ΟΛ αντίστοιχα. 


44. Τρίγῶνα 


Αν οιπροεκτάσεις τῶν ΒΑ και ΔΙ τέμνονται στο σηµείο Σ, δείξτε ότι: 
| τατρίγῶώνα ΣΟΚ και ΣΟΛ είναι ίσα. 
Π)ΣΑΞΣΙ και ΣΒΞΣΔ. 


Λύση 


|) Τα τρίγωνα ΣΟΚ καιΣΟΛ είναι ορθογώνια και έχουν την 
ΣΟ κοινή πλευρά και ΟΚΞ ΟΛ. .ὠς αποστήµατα ίσων 
χορδών. Άρα είναιίσα. 

Π. Από το 1. ερώτηµα έχουµε ΣΚΞΣΛ.Επειδή οι ΟΚ και 
ΟΛ διχοτομούντις ΑΒ. ΓΔ αντίστοιχα και ΑΒΞΊΙΔΘθα 
είναικαι ΑΚΞΙΤΛ. 

Οπότε ΣΑ Ξ ΣΚ-ΔΚΞΣΑΛ-ΙΛΞΣΙ και 
ΣΒΞΣΚΙΓΚΕΞΣΛΙ{ΙΓΔΛΔΞΣΔ. 





Άσκηση 7 

Έστω κύκλος(Ο.Ρ) και Κ τυχαίο σηµείοτου. Αν ο κύκλος («.ρ) τέμνειτον προηγούμενο 
στα σηµεία Α και Β. δείξτε ότι; 

Ι..οι γωνίες ΑΟΒ και ΑΙΒ είναι ίσες και η ΟΙ είναι διχοτόµοςτους. 

Π.οι ΟΙ και ΑΒ είναι κάθετες. 


Λύση 

1. Επειδή οι κύκλοι είναι ίσοικαιη ΑΒ είναι κοινή χορδή,τα 
τόξα ΑΟΒ και ΑΚΒ είναιίσα άρα και οι αντίστοιχες επί- 
κεντρες γωνίες ΑΟΒ και ΑΚΒ είναιίσες. 


Επίσης ΟΑ Ξ ΟΒ Ξ ρ οπότε και 0Α -08Β "συνεπώς 





ΑΚΟΞΕΚΟ. Ἆρα η ΚΟ είναι διχοτόµος της ΑΚΒ. 
Όμοια αποδεικνύεται ότι είναι διχοτόµος της ΑΟΒ.. 


Π. Επειδή τοτρίγωνο ΑΚΒ είναιισοσκελές(ΚΑΞΚΒΞΡ)Ίη διχοτόµοςτης ΑΚΒ είναι και 
ὐψοςτου τριγώνου. Άρα ΑΒ Ι ΚΟ. 


Άσκηση ὃ 

Ἠστω ισοσκελέςτρίγῶνο ΑΒΙ και ευθεία «παράλληλη στην βάση ΒΙ .που τέµνειτις 
ΑΒ Και ΑΓ στα Ακαι Ε αντίστοιχα. Αν Η και 0 είναι οι προβολές τῶν Δ και Ε, αντίστοιχα 
πάνω στην ΒΙ. δείξτεότι ΒΗΞΙΟ. 


Τρίγωνα 45. 


Λύση Α 


Η. 8 ορθές . - 
Έχουμε ΔΗ Ξ ΕΘ (αποστάσεις μεταξύπαραλλήλων) 


2. ο Δ 
ΒΞΙ (ΑΒΓΙ ισοσκελές) 


Δ Δ 
Άρα ΒΗΔΞΙΟΕ. 
Συνεπώς είναικαιΒΗΞΙ9Θ. 


Άσκησηθ 

Αν δύο τρίγώνα έχουν δυο πλευρές αντίστοιχα ίσες. µια αποτις προσκείµενεςσε αυτές 
γωνία ίση καιτις αντίστοιχες διχοτόµουςτης ίσες, δείξτε ότιτα τρίγῶώνα είναι ίσα. 
Λύση 


Ἐστωτρίγωνα ΑΒΙ,ΚΛΜ µε διχοτόµουςΒΗ και ΛΝκαιΑΗΕΞΙΚΛ., ΒΗΞΛΝ και Β--Λ. 
Τότε 


ΑΒΞ ΚΛ (απο υπόθεση) 
ΒΗΞ ΔΝ (απο υπόθεση) 


Δ Δ - . 
Ἆρα ΑΒΗΞΚΛΝ καισυνεπώςΑβ-κ 


Επίσης 
ΑΒΞ ΚΛ (απο υπόθεση) 
Β-Λ (απο υπόθεση) } Άρα ΑΒΤ . ΚΛΜ 
Α-κ (απο την (1)) 


Άσκηση 10 
Να δείξετε ότι αν ενώσουµετα µέσα τῶν πλευρών ενός ισοσκελούςτριγώνονυ. σχηµατί- 
ζεταιισοσκελές τρίγῶνο. 


Λύση 


Ἐστωισοσκελέςτρίγωνο ΔΑΒΙ μΕΑΒΞΑΙ και. Λ,.ΜταμµέσατωνΒΙ. ΑΓ καιΑΒ αντίστοιχα.Τότε 


46. Τρίγῶνα 


Α 
βΜ- 5. Δ/Γ 
. ῤ 
ο. αἲ Δ 
Β--Τ (ΑΒΓ ισοσκελές) Μ Λ 
ΒΚΞΤΙΙΚ (Κ µέσο) 
Β ζ 1. 


Δ Δ 
Ἆρα ΡΒΜΕΚΞΙΤΛΙΚ καισυνεπώςΚλΞΙΚΜ 


Άρατοτρίγωνο ΚΛΜ είναιισοσκελές. 


Άσκηση 11 


Δίνεται γωνία χοψ καιτυχαίο σηµείο Στης διχοτόµου Οδ. Πάνω στην Οχ παίρνουμε 


τμήματα ΟΑ. ΟΒ και στην ΟΨψ παίρνουμε 
ΟΙ ΞΟΑ και ΟΔΞΟΡΒ. Να δείξετε ότιτατρίγῶωνα ΣΑΒ και ΣΙΓΛ είναι ίσα. 


Λύση 


Έχουμε ΟΙ Ξ ΟΑ (απο υπόθ.) 
- κ Δ Δ 
ΓΟΣΞ ΑΟΣ (Οδ διχοτ); Άρα ΓΟΣΞΑΟΣ καισυνεπώςΣΓΞΣΑ (1) 
ΟΣ; κοινή πλευρά 


και -Α,. 


ΟΔΝΞΟΒ 
Είναι τὀόεΟοΔδΔ-ΟΓΞΟΒ-ΟΑ «ὼΙΔΞΑΒΗ (2). 
ΟΓΞΟΑ 


Επίσης ΛΓΣ --ΣΑΒ (3) ὡς παραπληρώματα ίσων γωνιών. 
Απο τις (1).(2) και (3) προκύπτει ότι τα τρίγωνα ΤΔΣ, και 
ΑΡΒΣ. είναι ίσα. 





Άσκηση 12 
Έστω Σ τυχαίο σηµείοτης µεσοκαθέτου ευθύγραμμου τµήµατος ΑΒ. Η κάθετοςπροςτη 
ΣΑ απότο Στέµνειτην ΑΒ στο Η καιη κάθετοςπροςτη ΣΒ απότο Στέµνειτην ΑΒ στο 


Ε. Δείξτε ότιτο Σ βρίσκεται στη µεσοκάθετοτου ΗΕ. 
Λύση 


Αρκείνα δείξουµε ότιΣΕΞΣΗ.Επειδήτο Σ ανήκει στη µεσοκάθετοτου ΑΒ ,ισχύειΣΑΞΣΒ 


Τρίγωνα 47. 


Α- Αν 


και συνεπώς Α- Β. Άρα τα ορθογώνια τρίγώνα ΑΣΗ » 
και ΒΣΕ είναι ίσα. Οπότε θα είναι και ΣΕ Ξ ΣΗ «που 


σηµαίνει ότιτο Σ βρίσκεται στη µεσοκάθετοτου ΗΕ. 





Άσκηση 132 
Δ 
Ἐστωισοσκελέςτρίγὠνο ΑΕΙ (ΑΒΞΑΓ). Εκατέρωθεντης ΒΙ φέρουμε στα άκρατης 


Β και Γ ηµιευθείες κάθετες σ᾽αυτήν. επί των οποίων παίρνουµετα ίσα τμήματα ΒΔ και 
ΓΕ. Αφού δείξετε ότιτα ευθύγραμμα τμήματα ΒΙ και ΔΕ, τέμνονται. έστω σεσηµείο Μ. 


στη συνέχεια να δείξετε ότι ΑΙ | 1. 
Λύση 


Εφόσον τα Δ, Ε βρίσκονται εκατέρωθεν του ΒΙ καιτα Β. Γ εκατέρωθεν του ΔΕ. τα ευθύ- 
γραμµα τµήµατα Β/Ι και ΔΕ τέμνονται σε εσωτερικό τους 


Δ Δ Α 
σηµείο Μ. Τα ορθογώνιατρίγὠνα ΜΒ Δ και ΜΙ Ε έχουν: 
ΒΔΞΤΕ (υπόθεση). 
Μ, . Μ. (ως κατακορυφήν γωνίες). 
Δ Δ Δ 
Ἆρα ΜΒΔΞΜΓΕ, οπότε ΜΒΞΜΙ. Δηλαδή το Μ είναι 
ΙΓ 
Δ Β 
µέσοτου ΒΙ. Συνεπώς στοισοσκελέςτρίγὠνο ΑΒΙ η ΑΜ α - 


είναι η διάµεσος που αντιστοιχεί στην βάση του ΒΙ; άρα θα 


είναι και ύψος, δηλαδή ΑΜ Ι ΕΙ». 


4δ. Τρίγῶνα 


Δ. ΠΗΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΟΕΜΑΤΑ 


1. Δίνεται γωνία χΟψ και ένα σηµείο Μ της διχοτόµου 02. Στην ΟχΧπαίρνουµετατµήµα- 
τα ΟΑβκαιΟΒ καιστην ΟΨψτατµήµατα ΟΓ καιΟΔ. έτσιώστεΟο! ΞΟΑκαιΟοΔδΞΟΒ. Να 
αποδειχθεί ότιτα τρίγωνα ΜΑΡΒ και ΜΓΛ είναι ίσα. 





2. Στοισόπλευροτρίγωνο ΑΒΙ παίρνουμετατμήµατα ΑΔΞΒΕΞΤΖ αντίστοιχα στιςπλευρές 
ΑΒ.ΒΙ: ΤΑ. Να δειχθεί ότιτοτρίγωνο ΚΛΜ είναιισόπλευρο, όπου. Λ. Μτα σηµεία τομής 
των ΑΕ. ΤΑΔ. Ρ7. 





3. Μεταξύ των στοιχείων τριγώνου ΑΒΙ αληθεύουν συγχρόνως οι σχέσεις αΞ 2Υγ και 
Β -2Γ. Να δειχθεί ὀτιτο τρίγὠνο ΑΒΙ είναι ορθογώνιο. 
Β 


4. Έστω κύκλος διαμέτρου ΑΒ και [.Δ σηµεία της που ισαπέχουν απὀ το κέντρο Ο. Αν 
ΙΚΜ είναι διάµετρος, δείξτε ότι ΑΚ//ΒΜ. 


ΤΓρίγωνα 49. 


5. Έστω κύκλος (Ο.Ρ) διαμέτρου ΒΙ και Α σηµείο του κύκλου τέτοιο ώστε ΑΏΓ --450. 
Αν Η και Θ είναι σηµεία της ΒΙ τέτοια ώστε ΟΗΞ οΟΘ8καιοι ΑΗ και ΑΘ τέµνουντον 
κύκλο στα Δ και Ε αντίστοιχα, να δείξετε όὀτιΒβΔΞΤΕ. 





6. Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓΙΓ και Η. 9 σηµεία της βάσης ΒΙ τέτοια ώστεΒβΗΞΞΤ6Θ. 
Αν Ε και Ζ είναι οιπροβολέςτων Β και] πάνω στις ΑΗ και ΑΘ αντίστοιχα, δείξτε ότι 


οιγωνίες ΗΒΕ καιΘΓΖ εἶναιίσες. 





Ε σν 
7. Ἔστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΙ. Με διάµετρο τη βάση ΒΙ φέρνουμε ημικύκλιο που 
τέµνειτις ΑΒ και ΑΓ στα Δ και Ε αντίστοιχα. Να δείξετε ὀτιτα τρίγωνα ΑΕΟ και ΑΔΟ 


είναι ίσα. 


50. Τρίγωνα 





δ. Εστω ισοσκελέςτρίγὠνο ΑΒΙ και ευθεία επαράλληλη στην βάση ΒΙ που τέµνειτις 
ΑΒ και ΑΙ στα Δ και Ε αντίστοιχα. Αν οι διχοτόµοι ΒΗ και [Θ τέµνουν την ευθεία ε στα 


Ρ και Σ αντίστοιχα, δείξτε ότιτα τρίγωνα ΣΔΘ και ΕΡΗ είναι ίσα. 





Β Γ 


9. Ἐστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΙΕ(ΑΒ”:- ΑΙ) καιευθείεςε͵ καιε͵ κάθετες στις ΑΒ και ΑΙ 


στα σηµεία Κ.και Λ που τέµνουν τη ΒΙ στα Ε και Ζ αντίστοιχα. Αν ΑΚ - ΑΛκαιοιε,͵ και 


ε, τέμνονται μεταξύ τους στο Δ να δείξετε ότι 
α.2ΒΞΤΕ β. Το τρίγὠνο ΔΕΖ, ισοσκελές. 





Τρίγωνα 51. 


10. Έστω τρίγωνο ΑΒΙ και ΑΜ διάµεσος. Να δείξετε ότι οι άλλες δυο κορυφές ισαπέ- 
χουν από τη διάµεσο ΑΜ. 


1. Έστω οι ορθές γωνίες χΟψ και ηΟω µεκοινή κορυφή Ο καιτα σηµεία Α και βΒ στις 


ἡμιευθείες Οη και ΟΝψ αντίστοιχα έτσι ώστε ΟΑΞ ΟΒ.Ανη ευθεία ΑΒ τέµνειτις Οχ 
και Οω στα Ε και Η αντίστοιχα δείξτε ότιΟοΗΞΟΕ. 





12. Να δείξετε ότι αν δύο τρίγωνα έχουν δύο οµμόλογες πλευρές ίσες µία προς µία 
καιτις διαµέσους µίας εκ των δύο πλευρών ίσες, τότε τα τρίγωνα είναι ίσα. 


Α ς 


Β ο 


13. Δίνεταιισόπλευρο τρίγωνο ΑΒ/ΙΓ καιστιςπλευρές ΔΒ.,ΒΙ και ΑΙ παίρνουμε σηµεία Δ, 


Ε και Ζ αντίστοιχα τέτοια ώστε ΒΔΞΞΤΕΞΞ ΑΖ. Αν τα ευθύγραμμα τµήµατα ΒΖ, ΓΔ και 


ΑΕ τέμνονται ανα δύο στα Μ.Ν και αντίστοιχα, δείξτε ότι: 
ι. ΑΕΞΤΔΑΞΗΕ/ τι. τοτρίγῶνο ΜΝΚ είναι επίσης ισόπλευρο. 


πράος Τρίγωνα 


Α 
Ζ 
Δ 
Β Γ 
Β 
14. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΙ µε ΑΒ «ΑΙ. Προεκτείνουµετις ΑΒ και ΑΙ προς το Α και 


παίρνουµε ΑΔΞ ΑΓ και ΑΕ Ξ ΑΒ αντίστοιχα. Αν η ΔΕ τέμνει την ΒΙ στο Μ. να 
δείξετε ότι: 


ἱ. ΑΒ -- ΑΒΕ,ΑΕΔ-- ΑΒΓ καιτο τρίγωνο ΜΒΕ είναιισοσκελές. 
Π. Η διχοτόµος της γωνίας ΕΜΒ διέρχεται από το σηµείο Α. 


Δ 
Ε 
Α 
Μ Β ο 
15. Ἐστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒ/Ι και εξωτερικά από αυτό τα ισόπλευρα τρίγωνα ΑΡΒΕ, 
ΒΓΛκαι ΑΙΓἨΗ. Να δείξετε ὀότιτο τρίγωνο ΕΔΗ είναι ισοσκελές. 





16. Ἐστωταισοσκελή τρίγωνα ΑΒΙ και ΑΔΕ µεκοινή κορυφή την Α και ΒΑΓ --ΔΑΕ Να 
δείξετε ὀτιΒΕΞΙΛΔ. 


Τρίγωνα 503. 


17. Ἐστω ισοσκελές τρίγὠνο ΑΒΙΓ(ΑΒ-- ΑΙ) και ευθείεςε, και ε, παράλληλες στη βάση 
του που τεμνουν την ΑΒ στα Ε και Η καιτην ΑΓ στα Ζ και 8 αντίστοιχα. Δείξτε ότι 


τατρίγωνα Β269 και] ΕΗ είναιίσα. 


Ρ. 





1δ. Σετρίγωνο ΑΒΙ προεκτείνουµετις πλευρές ΑΒ και ΑΙ κατά τμήματα ΔΕ Ξ ΑΒ και 
ΑΖΞ ΑΓ αντίστοιχα. Να δείξετε ότιτα σηµεία Ε και Ζισαπέχουν απότη ΒΙ. 


6 | 


Β ε 


19. Αποοείξτεότιαν ένα τρίγωνο έχειδύο ύψη ίσα μεταξύ τουςτότε εἰναιισοσκελέςκαι αντίστροφα. 


Ε, Το ΞΕΧΟΡΙΣΤΟ ΟΘΟΕΜΑ 


Στιςπλευρές Οχκαι ΟΝΨψ µιας γωνίας παίρνουμε αντίστοιχα ἰσατμήματα ΟΑΞ ΟΒ. Στο 


54. Τρίγῶνα 


εσωτερικό της γωνίας φέρνουμε ηµιευθείες Οζ και Οη τέτοιες ώστε χοζ Ξ ψοη και 
ο, χοψ ᾿ . : ΄ - 

χοζς« ο Στις πλευρές Οἕκαι Οη παίρνουμε αντίστοιχα ἰσα τμήματα ΟΜΞΟΝ. Αν 

οι ΑΝ και ΒΜ τέμνονται στο Σ να δείξετε ότι; 


ι. Τα τρίγώνα ΣΑΜ και ΣΒΝ είναι ίσα. 


τι. Η διχοτόµοςτης χοψ διέρχεται απότο Σ. 


Βασικοί γεωμετρικοί τόποι 


Ανισοτικές σχέσεις 





Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ ΓΝΩΣΕΙΣ ΘΕΟΡΙΑΣ 


Βασικοί γεώωμετρικοί τόποι 


Γεωμετρικός τόπος είναι ένα σύνολο σημείων του επι- 
πέδου τα οποία έχουν µια κοινή ιδιότητα.Τρείς από τους κύκλος 
βασικότερους γεωμετρικούς τόπους είναι : 


.0 κύκλος 

Είναι ο γεωµετρικός τόπος των σημείων του επιπέδου 
που ισαπέχουν απὀ σταθερό σηµείο. 

, . | µεσοκάθετος 
.ἨΗ µεσοκάθετος ευθύγραμµου τµήµατος 

Είναι ο γεωµετρικός τόπος των σημείων του επιπέδου .. Ῥ 
που ισαπέχουν από τα άκρα του ευθύγραµµου τµήµα- 9) 
τος. 








Α 
.Η διχοτόµος γωνίας 

Είναι ο γεωµετρικός τόπος των σημείων του επιπέδου 
που ισαπέχουν από τις πλευρές της γωνίας. Ο 





διχοτόµος 


Β 
Συµµετρικά σχήματα 


Έστω Ο σηµείο του επιπέδου. Για κάθε σηµείο Α του 
επιπέδου. διαφορετικό του Ο. υπάρχει ένα μοναδικό 


σηµείο Β τέτοιο ώστετο Ο να είναιµέσοτου ΑΒ. 





Τα Α και Β λέγονται συμμετρικά σηµεία Ως πρός κέ- Α΄ ό Ῥ 
ντρο συμμµετρίαςτο Ο και ειδικότερα το Β λέγεται συµ- 
µετρικότου Α. 


Προφανώς καιτο Α είναι συμμετρικό του Β. 
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Κεντρική συμμετρία. 


Δύο σχήματα Σ. Σ΄ λέγονται συμμετρικά ὠς προς ένα ση- 


µείο Ο. αν και µόνο αν κάθε σηµείο του Σ’ είναι συµµετρι- ΣΑ 
.. 186 
Κό ενός σημείου του Σ ὠςπροςτο Ο. Το σηµείο Ο λέγεται ο δω 
/ / / ” ο .. 
κέντρο συμμετρίας του σχήματος, που αποτελείται απο τα Α΄ 


συμμετρικά ὠςπροςτο Ο σχήματα Σ και Σ΄. Δηλαδή ένα 
σηµείο Ο λέγεται κέντρο συμμετρίας ενός σχήματος, όταν 
για κάθε σηµείο Α του σχήµατοςτο συμµετρικότου Α΄. Ως 5 
προςτο Ο. είναι επίσης σηµείο του σχήματος. Ένα σχήµα πτσσσσσοσοσσττς 
µε κέντρο συμμετρίας λέμε οτιπαρουσιάζει κεντρική συµ- 150’ 
μετρία. 

Αν στρέψουµε ένα σχήμα Σ, µε κέντρο συμµετρίαςτο Ο. 


κατά 1505 γύρω από το Ο. θα πάρουμε ένα σχήµα που θα συμπίπτει µετο αρχικό. 


Αξονική συμμετρία. 


Δύο σχήµατα Σ, Σ΄ λέγονται συμμετρικά ὡς προς την 
ευθεία ε, αν και µόνο αν κάθε σηµείο του Σ΄ είναι συµµε- 
τρικό ενός σημείου του Σ ὠςπροστην ε. Η ευθεία ελέγε- 
ται άξονας συμμετρίας του σχήματος που αποτελείται 
από τα σχήματα Σ και Σ΄. Δηλαδή µια ευθεία ε λέγεται 


άξονας συμμετρίας ενός σχήματος, όταν για κάθε σηµείο 





Α του σχήματος το συμμετρικό του Α΄, ὡς προς την ε, 
είναι επίσης σηµείο του σχήματος. Ένα σχήµα µε άξονα 
συμμετρίας λέμε ότι παρουσιάζει αξονική συμμετρία. Αν 
ένα σχήμα έχει ὡς άξονα συμμετρίας µια ευθεία ε, τότεη 
ε χωρίζει νοητά το σχήμα σε δύο µέρη µε τέτοιο τρόπο. 
ώστε, αν “διπλώσουμµε το επίπεδο του σχήματος κατά 


µήκοςτηςε, τα µέρη αυτα θα ταυτιστούν. 
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Ανισοτικές σχέσεις 





Σχέση εξωτερικής και απέναντι γωνίας. 


Θεώρημα 
Κάθε εξωτερική γωνία τριγώνου είναι μεγαλύτερη από 


κάθε µια απότις απέναντι εσωτερικές. ο. .- β 
Α Ἅ 
Πορίσµατα 1.2 Α 
ο Δύο γωνίες ενός τριγώνου έχουν άθροισµα μικρότερο 
από 1505. Β Γ 

Α 


»Ώνα τρίγώνο δεν µπορεί να έχει πάνω απὀ µία ορθή ή 
αμβλεία γωνία. 


Θεώρημα 


Σε κάθε τρίγῶνο απέναντι από άνισες γωνίες βρίσκο- 
νται ομοίῶς άνισες πλευρές και αντίστροφα. β 
ἵ 
ΗΠορίσµατα 
ο Απέναντι από τη μεγαλύτερη γωνία ενός τριγώνου βρί- Β Ε 
σκεται η μεγαλύτερη πλευρά. 


. Ένα τρίγωνο µε δύο ίσες γωνίες είναι ισοσκελές και µε 
τρείς ίσες γωνίες είναι ισόπλευρο. 


Τριγωνική ανισότητα 
Κάθεπλευρά ενόςτριγώνου είναι μεγαλύτερη από την 


Α 

διαφορά των δύο άλλων και μικρότερη από το άθροι- 
σµάτους. 

Ἱ β 
Πόρισμα 
Κάθε χορδή κύκλου είναι μικρότερη ή ίση απότη διάµε- Γ 
τροτου κύκλου. β-γ«α-βγ 
Παρατήρηση 
» Η τριγωνική ανισότητα για τυχαία σηµεία Α.Β.Ι του 
επιπέδου εκφράζεται από τη σχέση ΙΑΓ--ΒΠ«ΑΒ«ΑΓ{ΒΓ. 
.Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο πλευρές ίσες καιτις περιεχόµενες γωνίες άνισες, τότε και 
οιτρίτες πλευρές είναι όµοια άνισες και αντίστροφα. 


Κάθετες καιπλάγιες ευθείες 


Θεώρημα 

Από ένα σηµείο εκτός ευθείας φέρουµετο κάθετο και 
δύο πλάγια τμήματα: 

οΑντα δύο πλάγια τμήματα είναι ίσα μεταξύ τουςτότε 
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τα ίχνη τους ισαπέχουν από το ἴίχνοςτης καθέτου και αντίστροφα. 





οΑν τα δύο πλάγια τμήματα είναι άνισα μεταξύ τους τότε οι αποστάσεις τῶν ιχνών 
τους από το ίχνος της καθέτου είναι ομοιοτρόπωῶς άνισες και αντίστροφα. 


«Το κάθετο τµήµα είναι μικρότερο από οποιοδήποτε πλάγιο τµήµα. 


Σχετικές θέσεις ευθείας και κύκλου 


Έστω κύκλος (Ο.Ρ) και ΟΣ η απόσταση του σημείου Ο 


απο την ευθεία ε. 


ο Αν ισχύει ΟΣ Σρτότετη ευθεία δεν έχει κανένα κοινό 


σηµείο µετον κύκλο καιλέγεται εξωτερική του κύκλου. 


. Αν ισχύει ΟΣ Ξρτότεη ευθεία έχει ένα κοινό σηµείο µε 
τον κύκλο καιλέγεται εφαπτόµενη του κύκλου και είναι 
μοναδική γιατο συγκεκριµένο σηµείο επαφής. Η ακτίνα 
που καταλήγει στο σηµείο επαφής είναι κάθετη στην 


εφαπτόµενη. 


οΑνισχύειΟΣ «ρτότεη ευθεία έχει δύο κοινά σηµεία µετον 


κύκλο καιλέγεταιτέμνουσατου κύκλου. 
Εφαπτομµένη κύκλου 


Μια ευθεία που έχει µόνο ένα κοινό σηµείο µετον κύκλο 
λέγεται εφαπτομένη του κύκλου 

Η εφαπτομένη: 

. Είναι κάθετη στην ακτίνα που καταλήγει στο σηµείο επα- 
φής. 

.Σε κάθε σηµείο του κύκλου είναι μοναδική. 


ο 
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Θεώρημα 

Μια ευθεία και ένας κύκλος έχουν το πολύ δύο κοινά σηµεία. 
Πόρισμα 

Τρια σηµεία ενός κύκλου δεν µπορεί να είναι συνευθειακά. 


Διακεντρική ευθεία 


Διακεντρική ευθεία σηµείου Σ λέγεταιη ευθεία Σο η 
οποία διέρχεται από το σηµείο Σ καιτο κέντρο Οτου 
κύκλου. 

Έστω κύκλος µε κέντρο Ο και ακτίνα Κ. Σ σηµείο εκτός 
του κύκλου καιΣδΑ. ΣΒ τα εφαπτόµενα τμήματα απότο Σ 


Δ Δ 
προς τον κύκλο. Τα τρίγὠνα ΣΟΑ και ΣΟ8Β είναιίσα, 
εποµμενωςτα εφαπτόµενα τμήματα ΣΑ. ΣβΒ είναι ίσα. 
Τότε η διακεντρική ευθεία: 
ε είναι µεσοκάθετος της χορδής ΑΒ 
ο διχοτοµεί τη γωνία ΑΟΒ 


« διχοτοµεί τη γωνία ΑΣΒ 
Σχετικές θέσεις δύο κύκλων 


Έστω κύκλοι(Ο.Ε) και(Κ.ρϱ)µεξΚ ρ. Το ευθύγραμμο 
τµήµα ΚΟ που ενώνειτα κέντρα των δύο κύκλων λέγεται 
διάκεντρος. Έστω ΚΟΞδ. 

ο Αν ισχύει ὃ ΣΚ Γρτότε οι κύκλοι βρίσκονται ο ένας 


εκτός του άλλου. 


.ΑνισχύειὸΞΕ Τρ τότεοικύκλοι εφάπτονται εξωτερικά 


στο σηµείο τομής τοὺς µετη διάκεντρο. 


»Ανισχύειξ -ρ-«ὸὃ «ΕΚ -Γρτότεοικύκλοι έχουν δύο 
κοινά σηµεία. 


ο Αν ισχύει δΞξΚ- ρτότε οικύκλοι εφάπτονται εσωτερικά 


στο σηµείο τομής τους µετη διάκεντρο.α. 


φορωφ 


ο Αν ισχύει Κ -ρ2 ὃ τότε οι κύκλοι βρίσκονται ο ένας 


εντός του άλλου. 
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Γεώωμετρικές κατασκευές 
Η κατασκευή ενός σχήµατος µε τη βοήθεια αποκλειστικά του κανόνα και του διαβήτη 
ονομάζεται γεωμετρική κατασκευή. Η διαδικασία που ακολουθείται παρουσιάζεται σε 


τέσσερα βήματα. 


βήμα ἵδ ΠἩΗ ανάλυση 

Προσδιορίζουµε όλες τις ιδιότητες και τις συνθήκες που ισχύουν στο πρόβλημα που 
μελετάμε. Όταν η κατασκευή του σχήματος είναι φανερή τότε παραλείπουµε αυτό το 
βήμα. 

Βήμα 2. Ἡκατασκευή 

Περιγράφουµε όλεςτις απαραίτητες ενέργειες για την κατασκευή του σχήματος. 
βήμα 3 ἩΗ απόδειξη 

Επιβεβαιώνουμε ότιτο κατασκευασμένο σχήµα πληροίτις συνθήκες καιτις ιδιότητες 
του προβλήματος όπως περιγράφτηκαν στο Βήμα |». 

βήμα 4 Η διερεύνηση 

Καταγράφουμµε όλες τις αναγκαίες συνθήκες για τις οποίες το πρόβλημα έχει λύση 


καθώς και το πλήθος των λύσεων του προβλήματος. 
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Β. ΜΕΟΟΔΟΔΛΟΓΙΑ ΑΣΚΗΣΕΟΝ 


Μέθοδος 1 


Γιατη λύση ενός προβλήματος γεωμετρικού τόπου ακολουθούµετα εξής βήματα: 













Θεωρούμε τυχαίο σηµείο του γεωμετρικού τόπου και προσδιορίζουµετην γραμμή στην 
οποία βρίσκεται µε βάση την χαρακτηριστική του ιδιότητα. 
»Κατασκευάζουµετην γραμμή του γεωμετρικού τόπου µε κανόνα και διαβήτη. 


ο (Θεωρούμε ένα δεύτερο τυχαίο σηµείο της γραμμµήςπου κατασκευάσαµε και αποδεικνύ- 
ουμε ότι έχειτην ίδια χαρακτηριστική ιδιότητα. 


Μέθοδος 2 


Για να αποδείξουµε µια σχέση ανισότητας μεταξύ δύο γωνιών Μή δύο ευθυγράµμµωῶων 
τμημάτων: 





ο Αν είναι στοιχεία του ίδιου τριγώνου χρησιμοποιούµετις ανισοτικές σχέσεις τριγώνων. 

ο Αν δεν είναι στοιχεία του ίδιου τριγώνου τότε τα εξισώνουµε µε κατάλληλα μεγέθη 
(πλευρές ή γωνίες) ώστενα τα μεταφέρουμε στο ίδιο τρίγωνο και χρησιμοποιούµετις 
ανισοτικές σχέσεις τριγώνων. 

οΑν δεν µπορείνα γίνειτο δεύτερο βήμα τα συγκρίνουμε µε ένα τρίτο μέγεθος και µετη 

μεταβατική ιδιότητα καταλήγουμε στο ζητούμενο. 


'. ΑΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Άσκηση 1 

Να βρεθεί ογεωμετρικός τόπος τῶν κέντρων τῶν κύκλων (Ι«. 2ρ)που εφάπτονται εξῶ- 
τερικά µε κύκλο (Ο. ϱ). Επίσης να βρεθεί ο γεωμετρικός τόπος τῶν σημείων των κύκλων 
(Κ. 2ρ)που έχουν μέγιστη απόσταση απότο Ο. 


Λύση 


Έστω Α ένα τυχαίο σηµείο του γεωμετρικού τόπου. Τότε επει- 
δή οι κύκλοι (Α.2Ρ) και(Ο.Ρ) εφάπτονται εξωτερικά ισχύει 
ΑΟ Ξ2ρ ΈρΞ 3ρ. Άρα τα σηµεία του γεωμετρικού τόπου 
ισαπέχουν από το σηµείο Ο απόσταση ίση µε 3ρ άρα ανή- 
κουν στον κύκλο (Ο.3Ρ). 


Αντίστροφα έστω τυχαίο σηµείο Σ του κύκλου (Ο.3Ρ). Με 
κέντρο το σηµείο Σ κατασκευάζουµε κύκλο ακτίνας ίσης µε 
2ρ και µε κέντροτο σηµείο Ο κατασκευάζουµε κύκλο ακτίνας 
ίσης µερ. Τότε ισχύει Σ0Ξ2ρ Γρ άρα οι κύκλοι (Σ,2Ρ) και 
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(0.0) εφάπτονται εξωτερικά.Ομοίῶς ο γεωμετρικός τόπος των σημείων των κύκλων (Κ.2Ρ) 
που έχουν μέγιστη απόσταση απότο Ο είναι ο κύκλος /(Ο.5Ρ). 


Άσκηση 2 
Έστω κύκλος (Ο.Ρ) και χορδή ΑΒ. Αν ΜΝ είναι µία διάµετρος που δεν τέµμνειτην ΑΕ 
δείξτε ότιτο συμμετρικό του ΑΒ ὠςπροςτη διάµετρο είναι επίσης χορδή του κύκλου. 
Λύση 

Έστω Α΄. Β΄ τα συμμετρικά των Α.Β ὠςπρόςτη διάμετρο ΜΝ. 
Αρκεί να δείξουµε ότιτα Α΄και Β΄ ανήκουν και αυτά στον κύ- 
κλο(Ο.ρ). Συγκρίνουµετα ορθογώνια τρίγωνα ΟΝΑ καιΟΝΑ’. 


Έχουμε: ΝΑΞ ΝΑ᾽ (απο συμμετρία) 
αν 
ΟΝ κοινή πλευρά 


τρ.ΟΝΑΞ- τρΟοΝΑ΄ ΣΟΑΞΟΑ΄Ξρ 





Άρα το Α΄ ανήνει στον κύκλο (Ο.Ρ). Ομοίως αποδεικνύεται 
ότικαιτο Β΄ ανήκει επίσης στον κύκλο (Ο.Ρ) 


Άσκηση 3 
Σεορθογώνιο τρίγωνο ΑΡΙ΄ [Ά Ξ- ου" η διχοτόµοςτης γωνίας [ τέµμνειτην πλευρά ΑΒ 
στο Δ. Δείξτεότι ΑΛ «ΛΒ. 

Λύση 

Απότο σημείο Δφέρνουμε ΔΕ | ΒΙ και συγκρίνουµετα ορθογώ- 
νια τρίγωνα ΔΕΙ και ΔΑΙ. Έχουμε: 


ΔΓΕΞΔΓΑ (ΔΙ διχοτόµος) «ΣΛΕΓ:- ΛΑΓ-5ΛΕ-: ΛΑ (1) 
ΔΓ κοινή πλευρά 


Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΔΕ η πλευρα ΒΔ είναι υποτείνουσα άρα 


(0 
ισχύει ΒΔΣΔΕ«Ο ΒΔ2ΔΑ 


Άσκηση 4 
Έστω τρίγὠνο ΑΒΙ µε ΑΒ Σ ΑΙ και οι διχοτόµοι ΒΕ και Γ2, 
τέμνονται στο Σ. Να δείξετεότιΣβ»ΣΙ. 


Λύση 
ΑΓΒ ΑΒΓ 


Έχουμε ΑΒΣΑΓ«»ΑΓΒΣΑΒΓ «5 ». : 











ΣΤΗΣ ΣΗΓ«»ΣΗ5ΣΓ 
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Άσκηση 5 
Ἐστω τρίγὠνο ΑΒΙ µε ΑΡΒ«ΑΙ και ΑΜ διάµεσος αυτού. Να δείξετε ότι: 











ἱ.ΜΑΒΣ ΜΑΓ που, 


Λύση 


ι. Στην προέκταση της ΑΜ θεωρούμε ΜΑ΄ΞΑΜ και συγκρίνουμε τα τρίγὠνα ΜΑΒ και 
ΜΑ Τ. Έχουμε: 
ΜΙΞ ΜΒ ͵ ͵ 
ΜΑΞ ΜΑ΄ Οπότε ΜΑΗΕΞΜΑ΄Τ 
ΑΜΒ--ΑΜΓ 
ΜΛΗ- ΜΑΤ 
ΑΒΞΑΊ 





και συνεπώς | 


Από υπόθεση ΑΒ«ΑΓΦΑΤ«ΑΓΟΦΜΑΓ«ΜΑΤ«ΜΑΓ«ΜΑΒ 
τι. Στοτρίγὠωνο ΑΑΙ όχουµε ΑΙ 2 Α΄ και από τριγωνική ανισότητα 


ΑΓ: ΑΊ «ΔΑ΄ «ΑΙ ΑΊ «ὸδ ΑΔΙ- ΑΗΒ«2ΑΜ«ΑΙ- ΑΒ «ν» 


σσ «ΑΜΚΑ «» ο”. 


Άσκηση ό 


Να αποδείξετεότιτο µέσο Μ τόξου ΑΒ ισαπέχει απότις ακτίνεςπου αντιστοιχούν στα άκρα 
του τόξου και μάλιστα απόσταση ίση µετο µισότης αντίστοιχης χορδής. 


Λύση 
Φέρουµμε ΜΕ | 0ΟΑ. ΜΖ | ΟΒ . θα δείξουμε ότι ΜΕ- ΜΖ- π .Ἡ ακτίνα ΟΜ είναι 
διχοτόµος της ΑΟΒ. αφού ΑΟΜΞ ΒΟΜ. διότι ΄ 
ΆΜ -- ΜΒ καισείσα τόξα του ίδιου κύκλου αντιστοιχούν 
ίσες επίκεντρες γωνίες. Άρα τα ορθογώνια τρίγωνα Ε 0 Μ 


Δ 
και ΖΟ Μ είναιίσα, διότι έχουν: 


ΟΜ Ξ ΟΜ (κοινή) 
ΕΟΜ Ξ 2ΟΜ (το αποδείξαµε παραπάνα). 
Συνεπώς ΜΕΗΞΜέ (1) 





Επειδή το Μ είναι µέσο του ΑΒ . ως γνωστόν ισχύει 
ΟΜ | ΑΒ καιαν Δείναιτο σηµείο τοµήςτων ΟΜ και ΑΒ,το Δείναι µέσοτου ΑΒ. 
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Δ Δ 
Τα ορθογώνιατρίγωνα ΟΑΔ, ΟΜΕ έχουν: 
ΟΑΞΟΜ{(Ως ακτίνεςτου κύκλου) 
ΑΟΔ - ΕΟΜ (κοινή) 


Δ Δ 
Ἀρατατρίγώνα ΟΑΔ και ΟΜΕ είναιίσα, οπότε είναι: 


ΜΕΞΑΔΩΜΕΞ ΣΣ: (2). 


ΑΒ 
Απόγις(1]) και(2) παίρνουμε: ΜΕΞΜΖΞ πο 


Άσκηση 7 
Ἐστω τρίγωνο ΑΒΙ και Ατυχαίο σηµείο της ΒΙ. Αν Ε.7,είναιτα ίχνη των καθέτων από 
τοΔστις ΑΒ και ΑΙ αντίστοιχα να δείξετε ότιη ΕΖ,είναι μικρότερη από την πλευρά ΒΙ. 


Λύση 


Στο ορθογώνιο ΔΕΒ τη ΒΔ είναι υποτείνουσα άρα 
ΒΔ2ΔΕ (). 

Ομοίως στο ορθογώνιο ΔΖΙ η ΤΑ είναι υποτείνουσα άρα 
ΓΔΣΔΖ (2). 

Προσθέτουμε κατά µέλητις (1) και (2) και έχουµε: 
ΒΔΛΕΙΓΔ2ΔΗΕΓΔΖ ο» ΒΙ 2ΔΕ--Δ7 (3) 

Από τριγωνική ανισότητα στο τρίγωνο ΔΕΖ ισχύει: 
ΔΕ ΓΔΖ ΣΕΖ, (4) 





(4) 
Αρα (1) -» ΒΓΣ Ε7 


Άσκηση ὃ 
Δ 
Σετρίγῶνο ΑΒΤ θεωρούμετυχαίο σηµείο Κ«τηςπλευράςΒΙ. Να δείξετεότιτ-α« ΑΙΚ -τ. 


Λύση 


Δ Δ 
Απότατρίγωνα ΑΒΚ., ΑΓΚ. έχουµε: 
:ΑΒ«ΒΚ ΑΚ (1) 
«ΑΓ«ΓΚΓΑΚ (2) 
Προσθέτουμετις (1) και (2) κατά µέλη και έχουµε: 


ΑΒ ΑΓ«(ΒΚΓΚ)Γ2ΑΚ «γ{β«α.2ΑΚ«» 
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«»(Υγβ)-α«2ΑΚ«2τ-α-α«2ΑΚ«92τ-2α«2ΑΚ«» 


«»2ίτ-α)«2ΑΚ«ουτ-α-« ΑΚ (2) 

Επίσης από τα ίδια τρίγωνα έχουµε: 
.ΑΚ«ΑΒΓΒΚ (4) 

5ΑΚ«ΑΙΓ ΚΙ (5) 

Προσθέτουμετις (48). (5) κατά µέλη και έχουµε: 


2ΑΚ«ΑΒΑΓΙ(ΒΚΓΚΓ)«952ΑΚ«γΙβΙαΞ2ΑΚ«2'Ττ«ΦΑΚ«τ (6) 
Από(3) και(ό) έχουµε:τ-α-«ΑΚ-«τ 


Άσκησηθ 
Πόνω σε χαρτί χαράζουµε ένα κύκλο µε τη βοήθεια ενός νομίσματος. Να βρείτε το 
κέντροτου κύκλου. 


Λύση 


Αναζητούμετο κέντρο ενός κύκλου. Επειδή απὀ τρία µη συ- 
νευθειακά σηµεία σηµεία του επιπέδου διέρχεται μοναδικός 
κύκλος αρκεί να βρούμε ένα σηµείο που να ισαπέχει από 
τρία σηµείατου κύκλου. 

Φέρνουμετις διαδοχικές χορδές ΑΒ καιΒΙ. Κατασκευάζου- 
µε τη µεσοκάθετο της χορδήςΑΒ και τη µεσοκάθετο της 
χορδής ΒΓΙ οι οποίες τέμνονται στο σηµείο Ο που είναι και 
το ζητούμενο σηµείο. 

Πράγματιτο σηµείο Ο ανήκει στην µεσοκάθετο της χορδής 
ΑΒ οπότε ΟΑΞ ΟΒ και στην µεσοκάθετο της χορδής ΒΙ. 
οπότεΟΒΞΟΙΠ. 

Δηλαδή ισχύειΟοΑΞΟΒΞΟΙΠ. 

Το σηµείο Ο υπάρχει διότι διαφορετικά οι µεσοκάθετοι θα ήταν παράλληλοι άρατα Α. Β, 
Γ θα ήταν συνευθειακά (που είναι ἀτοπο). Επίσηςτο σηµείο Ο είναι μοναδικό σαν σηµείο 
τοµής δύο ευθειών. 

Σηµείωση: Ἡ γεωμετρική κατασκευή της µεσοκαθέτου ευθυγράµµου τµήµατος θεωρήθηκε 
δεδομένη. 





Άσκηση 10 

Έστω δύο κύκλοι (κ. Β) και(Λλ. ϱ) µε Κ ὸρ. που δεν τέμνονται. Φέρουμετις κοινές 

εξωτερικές εφαπτόµενεςτους. Να δείξετε ότι: 

α. τέμνονται σε σηµείο της διακέντρου. 

β.οι µεσοκάθετοι τῶν κοινών εξώὠτερικών εφαπτόµενων τμημάτων τέμνονται σε σηµεί- 
οτης διακέντρου. 


Λύση 
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α. Στον (Κ. Β) η διάκεντρος ΟΙ διχοτοµεί τη γωνία ΑΟΒ των εφαπτοµένων τμημάτων. 


Οµοίως στον (Λ. ϱ) η ΟΛ διχοτοµεί την ΓΟΔ. Επειδή όµως η διχοτόµος γωνίας είναι 
μοναδική, συμπεραίνουμε ότι οι ευθείες ΟΚ και ΟΛ ταυτίζονται. Άρατο Ο ανήκει στην 
διάκεντρο ΚΛ. 

β. Έστω Ζτο σημείο τομής της διακέντρου ΚΛ καιτης 
µεσοκαθέτουτου ΑΙ. Τότε ΑΖΞ21Ι (1). 
Αρκεί να δείξουμε ότιτο Ζ ανήκει στην µεσοκάθετο 
του ΒΔ, δηλαδή αρκείνα δείξουµε ότι: 2ΒΞ 2Δ. 


Δ Δ 
Τατρίγωνα Ζ0ΟΓ και Ζ0Δ έχουν: 
.07ΞΟ2 (κοινή) 
ΟΙ Ξ- ΟΔ(εφαπτόµενα τμήματα) 


9 0, Ξ- ὀ, (ΟΛ διχοτόµος της ΓΟΔ) 





Δ Δ 
Άρα ΖΟΓΤΞ/2ΟΔ (ΓΡ. οπότε: 21 Ξ 7δ (2) 


Δ Δ 
Οµοίως αποδεικνύὐεταιότι Ζ20ΟΑΞ20ΟΒ,οπότεΖΑΞ2ΖΒ (3) 
Η (1) δια μέσου των (2) (3) γίνεταιΖΒΞ /Δ. 


Δ. ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ 
1. α. Ἐστῶ ισοσκελές τρίγῶνο ΑΒΙ µε ΑΒ -- ΑΓ και ισοσκελές Α 
τρίγωνο ΑΙΓΛµε ΑΙΓΞ ΑΔ. Να δείξετε ότιτα σηµεία Β.Τ καιΔ 


δεν είναι συνευθειακά. 


β. Να βρεθείτο κέντρο του κύκλου που διέρχεται απότις κορυ- Δ 


φέςτριγώνου ΑΡΙ. 


2. Σε κάθετρίγωνο ΑΒΙ να δειχθεί ότι: υ. «δι, μι 





3. Στις προεκτάσεις των πλευρών ΑΒ και ΑΙ τριγώνου ΑΒΙ µε 
ΑΒ «ΑΙ παίρνουμε αντίστοιχα τατµήµατα ΒΔΞΤΕ. Να απο- Β 


δειχθεί ὀτιΒΕ ΣΓΛ. Δ Ε 
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4. Σε κύκλο (Ο.ρ)η χορδή ΑΒ είναι διπλάσια µιας χορδής ΑΙ. Δείξτε 


ότι το κυρτογώνιο τόξο ΑΒ είναι μεγαλύτερο του διπλάσιου του 





κυρτογώνιου τόξου ΑΙ: 


Α 
5. Στο τρίγωνο ΑΒΙ. είναι ΑΒ «ΑΙ. Αν η ΑΔ είναι η διχοτόµος της 
γωνίας Α. να δειχθεί ότιΒΔ «ΓΛ. 
Β Ἅ π 
Α 
6. Σετρίγὠνο ΑΒΙ; είναι Β «905 καιΑΓ-- 2ΑΒ. Να αποδειχθεί ότι . 
ν  - 
Β . [ 


ση 


7. Στην πλευρά ΑΒ του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΙ. παίρνουμε τυχαίο 
σηµείο Δ και στην προέκτασητης ΑΙ τοτµμήµαἘΞΒΔ. Να δειχθεί ότι 
Δ 
ΔΕ ΣΡΙ. ῃ 
ΓΕ 


δ. Στην πλευρά ΒΙ τριγώνου ΑΒΙ παίρνουμε σηµείο Δ. Να δειχθεί ότι: 


αν. δυο, 


ἡ ον ος γ. ΑΔ« ΑΒ ΑΓ 


΄ 


Α 
9. Να βρεθεί ογεωμετρικός τόπος των κορυφών Α των τριγώνων 
ΑΒΓ µε σταθερή πλευρά ΒΓ καιµεύψοςυ γνωστού μήκους. 
Β Ἱ ο 
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10. Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΙ (ΑΒ Ξ ΑΓ) και πάνω στο ύψος ΑΔ 
τυχαίο σηµείο Ρ. Αν οι ΒΡ και] Ῥτέμνουντις ΑΙ και ΑΒ στα Ε και 


αντίστοιχα να δείξετε ότιΒβΕΞΤΖ. 





11. Ἐστω τρίγωνο ΑΒ/Γ και Δτυχαίο σηµείο τηςπλευράς ΑΙ. Αποζείζτε 
ότιτο συμμετρικό του τριγώνου ΑΒΙ ὠςπρος Δ εἰναιτρίγωνο ίσο 
µετο ΑΗΙ. 





12}. Ἔστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΙ μεΑΒΞ ΑΙ ΞακαιΒΓ 2α. Για 
Β. 


τυχαίο εσωτερικό σηµείο Σ του τριγώνου δείξτε ότι ΒΣΓ Ξ ΣΒΓ 


και ΒΣΓ5ΣΙΕ. 


13. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και µη διάµεσοςτης κορυφής Α. Να δείξετε ότι: 


ι) Ρ.Υ-α «μ ο υή τι) μι πο ο 
2 ο 2 2 
14. Ἔστω κύκλοι(.ρ) και(Ο.Ε) οι οποίοι εφάπτονται εξωτερικά στο σηµείο ΔΑ. 
ι. Υπάρχει κύκλοςπου εφάπτεται εξωτερικά στους δύο προηγούμενους και έχειτο 
κέντρο του πάνω στην κοινή τους εφαπτόµενη: 
τι. Η διάκεντρος και οι κοινές τους εφαπτόµενες διέρχονται από το ίδιο σηµείο; Να 
δικαιολογήσετετις απαντήσεις σας. 


15. Ἐστωτρίγωνο ΑΒΙ με ΑΙ Σ ΑΒ Και ΑΜ διάµεσος. Να δείξετε ότι: 
ι. Αν Σ τυχαίο σηµείοτης ΑΜ τότεΣ] 28. 


τι. Ισχύει ΒΑΜ5Σ ΜΑΓ 


τι. Η γωνία ΑΜΓΙ είναι αμβλεία. 


16. Ένας γεωργός θέλεινα περιφράξει µε συρματόπλεγµα ένα χωράφιτριγωνικού σχή- 
µατος. Καθώς βρισκόταν µέσα στο χωράφι είπε στο γιοτου: “Από τη µία κορυφή 
απέχουµε 4θπι και απότις άλλες δύο 6θπι. Μην αγοράσεις πάνω από 320πι συρµα- 
τόπλεγμα.” Πως ήξερε ότι θα ήταν αρκετό; 


Ε, Το ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ ΟΕΜΑ 


Εστω τρίγῶνο ΑΒΙ καιταύψηυ͵. οι και ο. Να αποδείξετε ὀτιισχύει η ανισότητα 


β 
α--β--Υγ 


. «υ, 0 


ϱ το, «αξβ{γ 





αλα. 
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Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ ΓΝΩΣΕΙΣ ΘΕΩΡΙΑΣ 









Σχετικές θέσεις δύο ευθειών. 
Οι σχετικές θέσεις δύο ευθειών ε, και ε, του ίδιου επιπέ- 
ὅου είναι οι παρακάτω: 


ο Ταυτίζονται (άπειρα κοινά σηµεία). Συμβολίζρυµε ειΞ8.. 
ο Γέμνονται (ένα κοινό σηµείο). 
ο Λεν τέμνονται (κανένα κοινό σηµείο). Στην περίπτωση 
αυτή οι ευθείες ονομάζονται παράλληλες και συµβο- 
ος 


Τέμνουσα δύο ευθειών. 

Έστω δύο ευθείες ε, και ε, τοῦ επιπέδου οι οποίες 
τέμνονται από µια τρίτη ευθεία ε.. Τότε σχηματίζο- 
νταιτα εξής ζεύγη γωνιών: 


ο [ ὠνίες εντός εναλλάξ. Είναι γωνίες που βρίσκονται 
εντός της ζώνης που δημιουργούν οι ευθείες ε, καιε͵ 
καισε διαφορετικά ημιεπίπεδαπου ορίζειη ευθεία ε.. 
Τέτοιες είναιοι Υ.εκαι ὃ,ζ. 

ο] ὠνίες εντός και επίτα αυτά µέρη. Είναι γῶνίες ποὺ βρίσκονται εντός των ευθειών ε, 
και 8, και στο ίδιο ημιεπίπεδο που ορίζει η ευθεία ε,. Τέτοιες είναι οι ὃ.ε και γ.ζ. 

ο[ ὠνίες εντός, εκτός και επίτα αυτά µέρη. Είναι γωνίες 
που βρίσκονται µια εντός και µία εκτός τῶν ευθειών ε, 
και ε, και στο ἴδιο ημιεπίπεδο που ορίζει η ευθεία ε.. 
Τέτοιες είναιοι α.ε και β.ζ και 6.0 και η.}. 

Πορίσµματα 

ο Λύο ευθείες κάθετες σε διαφορετικά σηµεία στην ίδια ευ- 

θεία, είναι μεταξύ τους παράλληλες. 

ο Λύο ευθείες παράλληλες στην ἴδια ευθεία, είναι και µετα- 

ξύ τους παράλληλες. 

ο Αν δύο ευθείες είναι παράλληλες και µία τρίτη ευθεία 
τέμνει µία από αυτές τότε τέμνει και την άλλη. 
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ον δύο ευθείες είναι παράλληλες και µία τρίτη ευθεία τέμνει κάθετα µία από αυτές τότε 
τέμνει κάθετα καιτην άλλη. 

Το Ευκλείδειο Αίτηµα της Παραλληλίας. 

Από ένα σηµείο εκτός ευθείας διέρχεται μοναδική παράλληλη προςτην ευθεία. 

Πρόταση 

Αν δύο ευθείες τεμνόμενες από µία τρίτη σχηματίζουν τις εντός και επίτα αυτά µέρη γωνίες 

τους µε άθροισµα μικρότερο από δύο ορθές τότε οι ευθείες τέμνονται προς το µέρος της 

τέμνουσαςπου βρίσκονται οι γωνίες. 





Γωνίες µεπλευρές παράλληλες ή κάθετες. 

Αν δύο γωνίες έχουν τις πλευρές τους παράλληλες ή κάθε- 

τες µία προς µία τότε 

ο Αν είναι και οι δύο οξείες ή αμβλείες τότε είναι ίσες. 

ο Αν η µία είναι οξεία και ή άλλη αμβλεία τότε είναι παρα- 
πληρωματικές. 


Αξιοσημείῶτοι κύκλοιτριγώνου. 

ο () κύκλος που διέρχεται απὀ τις τρείς κορυφές ενός 
τριγώνου λέγεται περιγεγραµµένος κύκλος και το κέ- 
ντρο του είναι το σηµείο όπου διέρχονται και οιτρείς 
µεσοκάθετοι των πλευρών του τριγώνου και λέγεται 
περίκεντρο. 

ο() κύκλοςπου εφάπτεται στιςτρείς πλευρές ενόςτριγά- 
νου λέγεται εγγεγραμμένος κύκλος καιτο κέντρο του 
είναιτο σηµείο όπου διέρχονται και οιτρείς διχοτόµοι 
των γωνιών του τριγώνου καιλέγεται έκκεντρο. 

ο() κύκλος που εφάπτεται στη µία πλευρά ενός τριγώνου και στις προεκτάσεις των δύο 
άλλων λέγεται παρεγγεγραμμµένος κύκλος καιτο κέντρο του είναιτο σηµείο όπου διέρ- 
χονται η διχοτόµος της απέναντι γωνίας και οἱ διχοτόµοι τῶν άλλων δύο εξωτερικών 
γωνιών του τριγώνου καιλέγεται παράκεντρο. 


Άθροισμα γωνιώντριγώνου καικυρτούν -γώνου. 
Το άθροισμα τῶν γωνιών ενός τριγώνου ισούται µε δύο ορθές. 
Το άθροισμα τῶν γωνιών ενός κυρτούν -γώνου ισούται µε (2ν - 4) ορθές. 


Πορίσµματα 

ο» Η εξωτερική γωνία ενός τριγώνου ισούται µε το άθροισμα τῶν δύο απέναντι 
εσωτερικών. 

ο Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο γωνίες µία προς µία ίσες. έχουν και τις τρίτες γωνίες 
τους ίσες. 


ο Οιοξείεςγωνίες ορθογωνίου τριγώνου είναι συμπληρωματικές. 
ο Ἰάθεγωνία ενόςισόπλευρου τριγώνου ισούται µε 605. 
9 Το άθροισμα των εξωτερικών γωνιών ενός κυρτούν - γώνου ισούται µε 4 ορθές. 
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Β. ΜΕΘΟΔΟΛΟΕΡΙΑ ΑΣΙΚΗΣΕΟΝ 


Μέθοδος 1 


1. Για να δείζουµε ότι δυο ευθείες είναι παράλληλες: 
ο Λείχνουμε ότι είναι κάθετες σετρίτη ευθεία. 
ο Λείχνουμε ότι είναι παράλληλες σετρίτη ευθεία. 
ο Λείχνουμε ότι µε µία τρίτη τέµνουσα σχηματίζουν: 
ι. δύο εντός εναλλάξ γωνίες ίσες 
τι. δύο εντός, εκτός και επίτα αυτά µέρη γωνίεςίσες 
μι. δύο εντός και επίτα αυτά µέρη γωνίες παραπληρωματικές. 


Μέθοδος 2 


2. Για να δείζουµε ότι ὃυο ευθείες τέμνονται: 

ο Λείχνουμε ότι µια τρίτη ευθεία παράλληλη σε µία απὀτις δύο, τέµνειτην άλλη. 

ο Λείχνουμε ότι δύο εντός και επί τα αυτά µέρη γωνίες έχουν άθροισµα διαφορετικό 
από 2 ορθές. 


Μέθοδος 3 


3. Για να δείζουµε ότι δυο ευθείες τέμνονται κάθετα: 

ο Λείχνουμε ότι σχηματίζουν ορθή γωνία. 

ο Λείχνουμε ότι είναι διχοτόµοι εφεξής και παραπληρωματικών γωνιών. 

ο Λείχνουμε ότιη µία είναι παράλληλη καιη άλλη είναι κάθετη σετρίτη ευθεία. 

ο Λείχνουμε ότι µία είναι βάση ισοσκελούς τριγώνου και η άλλη είναι η αντίστοιχη 
διάµεσος ή διχοτόµος. 
























.. ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Άσκηση 1 

Στο ισοσκελέςτρίγῶνο ΑΒΙ.η κάθετη στο Α στην ΑΒ. τέµνειτην ευθεία ΒΙ στο Ζ,καιη 
κάθετη στο Α στην ΑΙ. την τέμνει στο Ε. Να αποδειχθεί ότιη µεσοκάθετη της πλευράς 
ΒΙ είναι και μµεσοκάθετη του τμήματος ΕΖ.. 


Λύση 


Φέρνουµετην µεσοκάθετη ΑΜτηςΒΙ. Το ΑΜ είναιύψος, 
διάµεσος, άρα και διχοτόµος του τριγώνου ΑΒΙ. Άρα 
Α, . ὰ.. Επομένως ὢξ ῷ (συμπληρώματα τῶν ίσων 


γωνιών Α, και Α,). Τατρίγῶνα ΑΒΕ και ΑΙ Ζ είναι ίσα 





διότι ὢΞφ. ΔΒΞ ΑΓ και Β, Ξ Γ (παραπληρωμµατικές 
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των Β-Γ). Άρα ΑΕ - ΑΖ. Στοισοσκελές τρίγωνο ΕΑΖ. είναι ΑΜ διχοτόµοςτης ΕΑΖ..άρα 
και µεσοκάθετοστης ΕΖ2. 


Άσκηση 2 
Έστω γωὠνία ΑΛΓ καιευθεία ε παράλληλη στη διχοτύµο ΒΔ που τέμµνειτις πλευρές στα 


σηµεία 7, και Ε. Να δείξετε ότι Β7Ε -- 788. 
Λύση 

Έχουμε ΖΕΕ -- ΤΕΛ-- 5 ΑΡΓ (1) (ὡς εντός, εκτός 
και επίτα αυτά µέρη των ευθειών εκαι ΒΛ). Επίσης 


ΒΖΕ -- ΑΒΛ- ΣΑΒΓ (2) 





(ως εντός εναλλάξ των ευθειών εκαι ΒΔ). Απόιις 


σχέσεις (1) και (2) προκύπτει: ΒΖΕ --ΖΕΒ. 


, Δ 

Άσκηση 5 

Στο τρίγῶὠνο ΑΒΙ η ΑΟ) είναι διχοτόµος της Α.. Απότο Β φέρνου- Ά 
μεπαράλληλη στη διχοτόµο. που τέµνειτην ευθεία ΓΑ στο Δ. Να 

δειχθεί ότι; 

α. Το τρίγῶὠνο ΒΑΑΛ είναιισοσκελές Β Γ 


β. Αν είναικαι ΑΒΞΑΙ. τότε ΔΒ ! ΡΓ. 
Λύση 
α. Είναι Α, Ξ- Α, (ΑΟ) διχοτόµος). Επειδή ΒΔΙΑΟ είναι 


ῶ- Α, και - «Άρα ὢξΞξφ, συνεπώς το τρίγωνο ΑΒΔ 
είναι ισοσκελές. 
β. Φέρνουμετο ύψος ΑΟ΄ τουτριγώνου ΑΒΔ. Το ΑΟ’ είναι διχοτό- 


µος της ΔΑΒ. Άρα ΑΟ’ Ι ΑΟ (9Λ09'--90’]. Επειδή 
ΑΟ | ΒΓ είναικαι ΔΒ | ΒΙ (επειδή ΔΒ || ΑΟ). 





Άσκηση 4 

Ἠστω ισοσκελέςτρίγὠνο ΑΒΙ (ΑΒΞΑΙ )καιη διάµεσος ΑΜ. Φέρνουμε Τχ | ΒΙΓ προς 
το ηµιεπίπεδο που δεν ανήκειτο Α και παίρνουµεσεαυτήτµήµα ΤΔΞΑΑΒ. Να δείξετε 
ότιη ΑΛ είναι διχοτόµοςτης ΜΑΓ. 

Λύση 
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Επειδήτοτρίγωνο ΑΒΙ εἰναιισοσκελέςη διάµεσος ΑΜ εἰναικαιύψος. 

ΑΜ | ΒΓ 
ΠΤΔ Ι ΒΓ 
Επίσης ΑΓΞ ΑΒΞΙΔ/(από υπόθεση) άρα ΔΑΓ-Δ (2) 


Άρ [θε ΑΜΗ ΓΑ.» ΑΞΜΑΔ (0 


Από(1) και(2) παίρνουμε ΜΑΔ--ΔΑΓ »άρα η ΑΔ είναι διχοτό- 
µοςτης ΜΑΙ 








Α 
Άσκηση 5 
Δίνεται τρίγῶνο ΑΡΒΙ και Κτο σημείο. που τέμνονται οι διχοτόµοι 
των γὠνιών Βκαι [. Απότο Ι«φέρνουµετη 20Ο παράλληληστηΡΙ. : Θ 
Να δειχθείότιΖοΞΒ/ ΤΓΟ. 
Β Γ 


Λύση 


Είναι Β, -Β.. Επειδή Ζ6Θ|ΒΓ είναι Β, -ᾱ. 
Άρα Β, - ὢ, οπότε ΖΚ -- ΒΖ (01. 

Όμοια είναι Τ, --Ι,.Επειδή ΖΘ/ΙΡΓ «[ -ϕ. 
Άρα 1, - ᾷ, οπότε ΚΘ-ΓΘ (2). 

Απόγτις σχέσεις(1)και(2)έχουµε: 2Κ«ΓΚΘΞΕΒΣΖΕΙΘ«/ΖΘΞΒΖΚΓΤΟ. 





Άσκηση 6 
Ἐστω τρίγωνο ΑΒΙ και εξωτερικά ισόπλευρα τρίγῶωνα ΜΑΑΒ. ΝΒΙ και ΣΑΙ. Να δείξετε 
ότι ΜΙΞΝΑΞΣΒ. 


Λύση 


Συγκρίνουµε τα τρίγωνα ΜΒΙ και ΑΒΝ και έχουµε 
ΜΒ - ΑΒ (πλευρές ισόπλευρου) ο... 
ΝΒ-Ξ- ΓΒ (πλευρές ισόπλευρου) ; ο 
ΜΒΙ -- 60” «ΑΒΓ -- ΑΒΝ 
ΜΗΓ-ΑΒΗΝΞΜΓ-ΑΝ (0 


Ομοίως συγκρίνουμετατρίγώνα ΑΙ Ν καιΣΒΙ/Γ και έχουµε 





ΑΓ Ξ ΣΙ (πλευρές ισόπλευρου) - 
ΝΓΞΙΤΗΒ (πλευρές ισόπλευρου); ο ΑΝΙΞΒΣΙΓΓ«ΣΒΞ ΑΝ (2) 
ΒΓΣ -- 60’ --ΑΓΒ -- ΝΓΒ 


Από(1]) και(2)παίρνουµεΜΙΞΝΑΞΣΒ 
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Άσκηση 7 Α 
Στοτρίγῶωνο ΑΒΙ είναι ΑΙ ΣΑΒ. Στην πλευρά ΑΙ παίρνου- 
µετμήμα ΑΘΞ ΑΒ. Να δειχθεί ότι; 


Α 


α. βθ: -ο0.3 β. οὔγ- ο 





Λύση Β ' 


Φέρνουµε τη διχοτόµο ΑΚ. Επειδή το τρίγὠνο ΑΒΘ είναι 
ισοσκελές έχουµε Β, Ξ- 6, Ξ-ὢ και ΑΚΘ-90’. Ηίναι 


Α 


« « λ Α 
ΒΘΓΞΑΙ-ΓΑΚΘ-Ξο90’ -ε . (εξωτερική γωνία στο τρίγῶ- 


νο ΑΚΘ). Είναι ΘΒΓ-Γῶ-Β. Άρα ΘΒΓ- Β- ὢ και 
Θ,-ῶ-ΘβΓ-ῇ. Επομένως ΘΒΓ-ῶ- Τ. Άρα 





2.ΘΒΓ --Β--Γ. Άρα θῇΓ --(8--[]/2. 


Άσκηση ὃ 
Η γωνία ὢ ενός ορθογωνίου τριγώνου ισούται µε τα 3/4 µιας άλλης γωνίας του. Να 
υπολογίσετε όλεςτις γωνίεςτου τριγώνου. 


Λύση 


Η ζητούμενη γωνία είναι µία από τις οξείες γωνίες του τριγώνου διαφορετικά αν ήταν η 
ορθή τότε θα ήταν μικρότερη απὀ µία οξεία γωνία (άτοπο). Ἐστωθη άλλη οξεία γωνία. 
Τότε: 
Γή περιπτωση: 

ο» , οὗ 0 Ώ Φ ο 
Αν ὢ- . της ορθής. Τότε ὣ- ο. Ξ67.5 καιθ-οῦθ-οώς22.5 
2ή περίπτωση: 


/- 


3 
Αν ω- ΄ της γωνίας 0. 


Τότε 4 ἰ-ν2θιῇ- ορ 9 χθ--οο' «σκι 4 καιωςο0--51.40 --38.6:. 
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Άσκησηθ 
Στο τρίγὠνο ΑΒΙ φέρνουμε από τη κορυφή Α µέχρι τη ΒΙ τα τµήµατα ΑΘ. ώστε 


ΒΑΘ - Γ και ΑΙΚ. ώστε ΓΑΚ -Β (τα Θ. Κ σηµεία της ΒΙ μεταξύ των Β και Γ). Να 
βρεθεί το είδος του τριγώνου ΑΘΙΚ. 


Λύση 


Είναιη 6, εξωτερική στοτρίγωνο ΑΘΒ, 
άρα Θ, - Β--ῶ- Β-Γ και 
η κ, εξωτερική στοτρίγωνο ΑΚΙ; 


άρα Κ, -Γ.ῷ-Γ48Β. 





Συνεπώς Θ, Ξ- Κ, Ξ-Β-εἵ.. Άρα το τρίγωνο ΘΑΚ είναι 
ισοσκελές( θ-κ. παραπληρωματικές ίσων γωνιών). 
Άσκηση 10 

Στο διπλανό σχήµα είναι Ά -0” »ΑΑΛ διχοτόµος, Β-Γ. 30” καιΔΖ//ΑΒ. Να υπολογχι- 


στούν οι γωνίες ΑΛζκαι ΖΛΓ. 

Λύση 

Έχουμε ΑΒ Γ--180: «80.201 -- 180” « 
«»2Γ-.00 «ν Γ-- 15" 


Ἆρα Β -- 355.30’ -- 65" και 





ΒΛΑ --180’ -(Β«ΒΑΔ) -- 180’ --(65- επ. -Τ5ν 


50’ 


Τότε ΑΛΖ- ΔΑΒ - ο 40” ως εντός εναλλάξ των ΑΒ//ΔΖ και 





ΖΛΙ --180”-(ΑΛΖ«ΑΔΒ) -- 180’ --(40" 75) --65.. 
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Άσκηση 11 


Δ - -ς α 
Σετρίγωνο ΑΒΓ με Β- Γ-- 20”. φέρουμετην διχοτόµο ΑΔ. Να δείξετεότι ΑΛΕ -- 75". 





Λύση 
Α 
Δ 
Απότο ΑΛΔΒ έχουµε: 
ΑΛΗ- 140 --ᾱ,-Β- 18ο. ῆ- ακβεῦ--ῆ- 
2 ᾿ κ. : 
Α ν κα κ κ π ας α Δ 
«Αι. Αἲ2Γ. 160-Β-Γ42Γ 1800-84. 
2 2 2 ΄ 
Ι ο... ω Τ ο... ο 
«180"-(8-). 1807-30) 1ο 
᾿ 2 
Άσκηση 12 


Στο τρίγωνο ΑΒΙ:, φέρνουμε εκτόςτις ΑΗ | ΑΒ, ώστεΑΗ- Αβκαι ΑΖ, | ΑΓ, ώστε 
ΑΖ/ΞΑΙ. Να αποδειχθεί ότιτατµήµατα 1 Η. Β2, είναι ίσα και κάθετα μεταξύτους. 


Λύση 
Είναι τρίγ. ΑΗΓ - τρίγ. ΑΖΒ (ΔΗΞ ΑΒ. ΑΓ - Αύ και 
ΗΑΓ --ΓΑΡΒ --οῦ" --Α). Άρα ΤΗΞ Β2 και Π -Β, 


Επειδή ΗΑ Ι ΑΒ «5 Π κῶ-οῦ «98, κῶ-οθ". 





Επομένως Γ-- 900, οπότε ΓΗ και ΒΖ είναι κάθετες. 


Άσκηση 139 
Σεορθογώνιο τρίγῶνο ΑΒΙ φέρουµετο ύψος ΑΑπροςτην υποτείνουσα ΡΙΓ. Έστω Ε.. 7, 
τα συμμµετρικάτου Δ ὠςπροςτις ευθείες ΑΒ και ΑΙ αντί- 
στοιχα. Να δείξετε ότι: 

α.τα σηµεία Ε..Α. {είναι συνευθειακά. 

β.ΒΕ/Π 2, 


Λύση 


Δ 
α. Τοτρίγώὠνο ΑΔΖ εἰναιισοσκελές, αφούη ΑΚ είναι ύψος 





Κάθετες και παράλληλες ευθείες το. 


και διάµεσος. Άρα ΑΔΞ ΑΖ. Ομοίως αποδεικνύεται ότιΑΔΞ ΑΕ. Στα ισοσκελήτρίγὠνα 


Α Α 


Δ Δ 
ΑΔΖ και ΑΔΕ οι ΑΚ, ΑΛ αντίστοιχα θα είναι και διχοτόµοι, οπότε: Αι - Α; και 
.... 
Τότε ΖΑΕ Ξ Α, ΚΑ, ΚΑ. ΚΑ, Ξ-Α, ΚΑ, ΚΑ. ΚΑ, -2:Α, Κ2:Α. - 


-2{Α, -Α,)-2:4 -2:90' --180’ 
Συνεπώςτα Ζ, Α. Ε είναι συνευθειακά σηµεία. 

β. Είναι ΑΡΒ -- ΑΛΒ --009 σαν συµµετρικές γωνίες ὠςπρος ΑΒ. οπότε ΒΕ | ΑΕ. Ομοίως 
αποδεικνύεται ότι Γ7 ! ΑΖ.Όμωςτα ΑΕ και ΑΖ έχουν κοινό φορέα. Άρα ΒΕ/ΤΓ2σαν 
κάθετα στην ίδια ευθεία. 


Άσκηση 14 

Ἐστω τρίγὠνο ΑΒΙ καιτα ύψητου ΑΚ.ΒΛκαι”Μ. Να 
δείξετε ὀτιισχύει η σχέση 
ΑΚΙΤΒΛΙΓΓΜ«ΑΒΛ{ΓΑΙ ΓΡΙ. 


Λύση 


Επειδή ΑΙΚ | ΒΙ όχουεαΑΚ-«ΑΒ (1) 

Για τον {διο λόγο ΒΛΔ««ΒΓ (2) καιΓΜ «ΑΓ (9) 
Με πρόσθεση κατά µέλη των (1).(2) και (2) παίρνουμε: 
ΑΚΙΓΒΛΙΕΓΜ«ΑΗΕΒΓΑΓΒΓ 





Άσκηση 15 


Α α : 
Σετρίγωνο ΑΒΙΓ µε ΑΞ2β8.να δείξετεότι α «2β 
Λύση 


Φέρουµε ΤἩ | ΑΒ και στο ευθύγραμμο τµήµα ΒΗ παίρνουμε τµήµα ΗΘΞ ΗΑ. Τότε το 
Δ 

τρίγωνο ΤΓΑΘ είναιισοσκελές αφού το ΓΗ είναι ύψος και 

διάµεσος. Άρα 6, -Α σαν προσκείµενες γωνίες στη βάση 


ισοσκελούςτριγώνου.και Γ8-ΑΙ-Λβ .Όμωςη 6, είναι 





Δ 
εξωτερική γωνίατου Θ8ΒΤ . οπότε: 


ο πας ρου λος ὃ- ο δίλα, 


δ0. Κάθετες και παράλληλες ευθείες 


Δ 
ὑήτο 9ΒΙ είναιισοσκελές µεκορυφή Θ., αφού οι προσκείµενες γωνίες στην ΒΙ είναι 
ίσες ΆραΘΒΞΘΓΞΡ. 


Δ 
Εφαρμόζουµε την τριγ. ανισότητα στο 9ΘΗΒ1Τ και έχουµε: 
ΡΙΓ«ΘΡ-Θ8/Γ «2α«βηιβςρας2 


Α 
Άσκηση 16 
Στο ισοσκελέςτρίγῶνο ΑΒΙ (ΑΒΞΑΙ). φέρουμετις διχοτόµους ΒΙ! και |. 1 
ΓΕ καιτη διχοτόµο 17,της γωνίας ΒΙΤ. Να δειχθεί ότι Γ2ΞΤΗ. 
Β ὅ Τ 


Λύση 


Στο τρίγωνο ΙΗΓ η εξωτερική γωνία Η είναι; Ἡ --Ἰ, -«Ἡ (1). Στο 
τρίγωνο ΒΙΖ η εξωτερική γωνία Ζ είναι: Ζ-- Ἱ Εβ (2).Επειδή {- β 


(µισά των ίσων γωνιών Β και Γ)} και 11, είναι Η-- 6, οπότε 


Σι. 





Άσκηση 17 


Δ 
Σεισοσκελέςτρίγωνο ΑΒΓ(ΑΒ- ΑΓ) φέρουμεημιευθεία Ἐκ | ΒΓ.η οποία βρίσκε- 
ται στο ημιεπίπεδο (ΒΙ. Α). Αν η Βχ τέµνειτην προέκτασητης [ΓΑ στο Μ και επίτης ΒΝΜΙ 
πάρουμε σηµεία Κ. Λτέτοια ώστε: ΒΑΛΞ ΓΑΙ - 905.να δείξετεότι ΒΛΞ ΚΜ και ότι 


Δ 
το ΑΛ εἴναιισοσκελές. 


Λύση α 
. Μ 
Επειδή ΑΒΙΤ ισοσκελές είναι Β, Ξ-[ σαν προσκείµενες 
γωνίες στη βάση του ΒΙ. Όμως από το ορθογώνιο τρίγῶνο Λ . 
Δ ΛΑ 
ΒΓΜ(ΓΒΜ -- 90”) έχουµε: 
Γ ΕΜ, --οῦ «9Β. ΕΜ, -- ΓΗΜ «5 
Β Γι 


ου ου. 


Δ 
Άρατο ΑΒΜ είναιισοσκελές µεβάση ΜΒ. αφού οιπρο- 
σκείµενες σ᾽αυτή γωνίες είναι ίσες. 


Δ . Δ κ 
Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΛ(ΒΑΛ Ξ- 90") και ΑΚΜ(ΚΑΜ Ξ- 90.) έχουν: 


Κάθετες και παράλληλες ευθείες δΙ. 


Δ 
(()ΔΒΞΑΜ(ΑΒΜ ισοσκελές) 
(2) Β, . Μ, (το αποδείξαμε) 


Δ Δ 
Ἆρα ΑΒΛΞΑΙΚΜ οπότε: 
ΣΒΛΞΙΚΜ 


Δ 
.ΑΛΞΑΙΚ. δηλαδήτο ΑΚ Λ είναιισοσκελές µεκορυφήτοβΔ. 
Άσκηση 1δ 
Απότην κορυφή Ατριγώνου ΑΒΙ φέρνουμε ευθεία ε/ΒΙ. Αν οι διχοτόµοι των γωνιών Β 
και Γ τέµνουν την εστα σηµεία 7, και Η αντίστοιχα δείξτεότι ΑΒ ΓΑΙ Ξ5 2Η. 
Λύση 
Έχουμε 


Βι -Β, (Β2 διχοτόµος) 
.. ον 
Β.2 Ξ- 2 (εντός εναλλάξ των ΒΙ /ε) 


Βι 2 ΒΑΖ ισοσκελές «»ΑΒΞ ΑΖ, (1) 





Ομοίως 


Γι του (ΓἩ διχοτόµος) 
ϱ, --Ἡ (εντός εναλλάξ των ΒΙ // ε) 
«ΣΑΙ Ξ- ΑΗ (2) 
Με πρόσθεση κατά µέλητων (1) και(2)παίρνουµμεΑβΒ ΓΑΙΓΞΑΖΤΤΑΗΞΖΗ. 


|” Γι-Ἡπ ΓΑΗ ισοσκελές «ὸ 


Άσκηση 10 


-- 
Σε ορθογώνιο τρίγῶνο ΑΡΒΤ(Α - ΙΙ) φέρουμε κάθετη ηµιευθεία στην ΒΙ προς το 
µέροςτου Α. επίτης οποίαςπαίρνουμετμήµμα κ ΑΙ. Στην προέκταση της υποτείνου- 


σας Β παίρνουμετμήμµα ΒΛΞΑΡΒ. Να αποδείξετε ότι ΑΓΚ-2.ΑΛΒ. 
Λύση 


ο Είναι ΑΒ Ξ ΒΛ οπότε το τρίγωνο ΑΒΑΛ είναι ισοσκελές και Α, ΞΛ. Όμως η Β είναι 


εξωτερική του τριγώνου ΑΒΛ. οπότε 


Α 


Α,γλ-Β2Λλ-ΒΛλ- 


|) 


δ2. Κάθετες και παράλληλες ευθείες 


2 


Δ « ο 
ΑΓ -ΙΧ όρα ΑΓΚ ισοσκελές, οπότεΑ, - Κ .Όμως 


[4-Αι,-Κ-1Ιδθ «9 9ο. --Γ.2:Α, --Ι805 «9 


Α 





λ 2 λ Γ 
2:Α, πθθ" ΓΑ, άρα ε 
Δ α α 
Το ΑΒ Γ είναι ορθογώνιο στο Α. οπότε Β:ΕΤΞ 900’ Κ 
Έχουμε: 
Α ΑΛ [ αν Γ Β Γ Β . 
ΑΙ ΓΑ, - 15 κξ]κΑ ο βδν -ἠδεο---μσ --- - 90" 
2 ο. - 2 2 
Δ κ ά : 
Οπότεαπότο ΑΓΚ έχουµε: ἢ; «180: --2:Α, «» ἢ --180' --2:(90” --ἂ,) «» 
[; --180" --Ι80” 4-2:Α. «1 -2:Α, 9 ΑΓΚ-2:Λ«ΑΓΚ-2:ΑΛΒ 
Άσκηση 20 Α 
Στο τρίγὠνο ΑΒΙ είναι Α«2Γ. Στην ΑΒ παίρνουμε σηµείο 7, 

«ς ο . κ Η 
ώστε ΑΙ 7 Ξ Α/2 καιστην ΑΙ σηµείο Η ώστε Η21 - Δ/2Σ. Να 
δειχθείότιΖὔΑΞΖΗΞΗΓ. ὔἼ 

Β Ι 
Λύση 


Είναι ΗΓΖ-Ξ ΗΖΤΓ--χ 
Στο τρίγωνο ΗΖΙ η γωνία ψ είναι εξωτερική. Ἐπομένως 


ΛΑ Α Α Α Λ 
ο ο πιά, απ᾿ όπου ΑΖ-- ΖΗ. Επειδή είναι 


ΖΕΙ - Π] έχουμε: ΑΖΞ- ΣΗΠΗΞΗΙ.. 





Άσκηση 21 


ᾱ. ὰ 
Στην προέκταση της υποτείνουσας ΒΙ ορθογωνίουτριγώνου ΑΒ Γ (Α Ξ ο” ) παίρνουμε 
τµήµα ΙκΞγ. Φέρουμεημιευθεία ἔχ | ΒΚ προςτοµέροςτου Α. Επίτης Κχπαίρνουμε 
τµήµα ΚΛΞΛ. Να δείξετεότιη ΒΛ διχοτοµείτην Β. 


Λύση 


Δ Δ 
Φέρουμετην ΤΛ και συγκρίνουμετατρίγωνα ΑΒΓ και ΓΚ Λ. Αυτά έχουν: 


Κάθετες και παράλληλες ευθείες δ3. 


.ΑΞΚ-ος" 
ΑΒΞΙΚΓΞΥ(υπόθεση) 
5ΑΓΞΚΛΞΡ(υπόθεση) 


Δ Δ 
Ἆρα ΑΒΙ ΞΓΚΛ., οπότε ΒΙ Ξ ΤΛ. δηλαδή το τρίγῶνο 


Α 


Δ ο 
ΒΓ Λ είναι ισοσκελές µε κορυφή το. Συνεπώς Β, Ξ- ΛΙ 





σαν προσκείµενες γωνίες στη βάση του. 


Επίσης από την ισότητα των τριγώνων έχουµε ΑΒΡΓ- ΚΓΛΑ. 
Άρα ΑΒ//ΤΓΛ. αφού τεμνόμενες από τη ΒΚ. σχηματίζουν τις εντός εκτός και επί τα αυτά 
µέρη γωνίεςτους ίσες. 


Οπότε Β, Ξ- Λ, ὡς εντός εναλλάξ γωνίες των παραλλήλων ΑΒ και ΓΛΆ που τέμνονται από 


την ΒΛ. Συνεπώς Β, Ξ- Β, , δηλαδή η ΒΛ είναι διχοτόµος της γωνίας Β. 


Άσκηση 22 

Το τρίγῶὠνο ΑΒΙ είναι ορθογώνιο στο Α. Στιςπροεκτάσειςτων ΒΑ 
και [ΓΑ προςτο µέροςτηςκορυφής Απαίρνουμετμµήµατου ΑΘΞΑΙ. 
και ΑΗ Ξ ΑΒ. Να δειχθεί ότιη προέκταση του ύψους Αλ περνόει 
από το µέσο Οτης 9Η. 





Λύση 


Είναι ΑΒΞ ΑΗ, ΑΓ: ΑΘ και ΒΑΓ- ΘΑΗ. Ἆρα τρίγ. 
ΑΒΓ --τρί.ΑΘΗ, οπότε Π -Β και ϐ-- [Είναι Α, ΕΙ -- ο” 
και Β.ΕΓ--ο0”, Άρα Α,-Β«»Π-Α,, οπότε ΟΑΞΟΗ. 


Ίδια αποδεικνύεταιότι Α, -Θ.,οπότε ΟΑ-06. 


Επομένως ΟΘΞΟΗ. 





Άσκηση 25 

Στο ορθογώνιο τρίγῶὠνο ΑΒΙ. (Α Ξ 90”) προεκτείνουµετη ΓΒ Ὁ 
κατά τµήµα ΒΗΞΑΡΒ. Φέρνουμετη ΙΧ | ΒΙ καιπαίρνουµε . 

τµήµα ΓΘΞ ΑΙ. Να δείξετε ότι τα σηµεία Η. Α και 6 είναι 

συνευθειακά. Γ 


Λύση 


Το τρίγωνο ΒΗΑ είναιισοσκελές, άρα Π --ὢ. Το τρίγωνο ΑΘΓ είναιισοσκελές, άρα Θϐ-- φ. 


54. Κάθετες και παράλληλες ευθείες 


Επειδή ΓΣ Ι ΒΙ είναι Γ --Γ-ο0 ή δε Γ-Βῦ ή 
Γ -Β.Αλλά Β - 22 (εξωτερική στοτρίγὠωνο ΑΒΗ). Άρα 
[; - 2ῶ. Στο τρίγωνο ΑΘΓ έχουµε 2ῷ 41; --180" ἠ 
222-180" ἠ φ--ὢ-Ξο00". 





Άρα Φ-εῶ--α -ο0’ --90’ --Ι1805, οπότε η ΗΑΘ είναι 


ευθεία. 


Άσκηση 24 

Στο τρίγὠνο ΑΒΙ είναι Β-2Γ. Φέρνουμετο ύψος ΑΘ και στην 
προέκταση της ΑΒ παίρνουμετμήµα ΒΗ Ξ Β0 Να δειχθεί ότιη 
ΘΗ περνόει απότο µέσοτηςΑ[. 





Λύση 

Επειδή 968 -- ΒΗ. το τρίγῶνο ΒΘΗ είναι ισοσκελές. Άρα 
Π-6- ὃ. Β-- ῥ-εᾷ- 2ῷ (εξωτερική του τριγώνου ΒΗΘ). 
Επειδή Β - 2/ (υπόθεση). είναι ᾧ -Τ.. Είναι όµως Θ, Ξφ 
(κατάκορυφήν). Ἆρα 6, -[, δηλαδή το τρίγωνο ΘΜΙ είναι 


ισοσκελές., άρα ΘΜΞΜΙ (1). Επειδή ῶ-Α, 





(συμπληρωματικές των Θ, -[} το τρίγωνο ΑΜΘ είναι 


ισοσκελές Άρα ΑΜΞ ΜΘ (2). Απότις(1) και(2) ἐχουµεότι ΑΜΞ ΜΙΤ, δηλαδή το Μ είναιτο 
μέσον της ΑΙ. 


Άσκηση 25 

Δίνονται οι κύκλοι (Κ.Ε) και (Λ.ρ)που εφάπτονται εξωτερικά στο Α. Απότο Α φέρνουμε 
ευθεία που τέµνειτους κύκλους (Κ.Β). (Λ.Ρ) στα σηµεία Β και ΤΙ αντίστοιχα. Αν (ε) είναι η 
εφαπτοµένητου κύκλου (Ἰ«.Β) στο σηµείο Β. να δείξετε ότι: 


αΛΓΑ- ΚβΑ β. ΓΑ ! (ε) 
Λύση 


α. Φέρνουμετις ΚΛκαιΛΔΙ: Τοτρίγῶωνο ΒΙΑ είναιισοσκελές γιατί ΚΒΑ - Α, (1). Ομοίωςτο 


Κάθετες και παράλληλες ευθείες δ5. 


τρίγωνο ΑΛΓ είναι ισοσκελές οπότε Α ο Ξ ΛΓΑ (2). Όμως 
Α, Ξ- Α, (3) γιατί είναι κατακορυφήν. Απότις (1) και(2), λόγω 
της (3), έχουµε: ΚΒΑ- ΑΓΑ 

β. Στοτρίγῶνο ΚΒΑ έχουµε: Κ--1505-.ΚΒΑ-- Α, 





Στοτρίγῶνο ΑΛΙ έχουμε: ΑΞΙΦ05-.ΛΓΑ -- Α, 


Όμως ΚΒΑ-Ξ-ΛΓΑ (από α.). άρα ΚΒ/ΛΓΙ γιατί σχηματίζουντις εντός εναλλάξ γωνίεςτους 
ίσες. 


Είναι: ΚΒ Ι (ε) (Ἠ εφαπτομένη είναι κάθετη στην ακτίνα στο σηµείο επαφής) 


Άρα ΛΓ Ι (ε). 


Άσκηση 26 
Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΡΒΙ µε Α --909 και ΔΑΒ«ΑΓ φέρνουμε το ύψος ΑΗ. Αν Λ είναι 
συμμετρικό του Β ὡς προς το Η. να αποδείξετε ότι η γωνία ΑΛΓ είναι αμβλεία και 
ΑΛΓ--905-Γ 

Λύση 

Στοτρίγῶωνο ΑΔΗΒ το ύψος ΑΗ είναι και διάµεσος, οπότετο τρίγωνο 
ΑΔΡΒ εἰναιισοσκελές µε ΑΔΞΓ ΑΒ, Δ, -ἩΒ (1) και Α, Ξ- Α. ου, 
Επίσης Α, -- (3)(οξείες γωνίες µε πλευρές κάθετες) 
Στοτρίγὠωνο ΑΔΒ έχουµε: 

Δ, -«Β-ΓΔΑΒ --Ι805 





2Λ, ΞΔΑΒ -- 1805 (λόγω της (1) 
2Λ, -Ι805--ΔΑΒ 
Δ, --905 πο (4) 


Οιγωνίες ΑΛΓ και Δ, είναι παραπληρωματικές οπότε: 


ΑΔΓ ΓΔ, - 1805 


δύ. Κάθετες και παράλληλες ευθείες 


« 64) Α 
ΑΛΓ--1405- Α, ἔνκον [ου 38] . 


ο... 


λ  ϐ) . 
-90. 5-0 κὰ, -ορ”.ῇ 


Άραη ΑΛΓ είναι αμβλεία και ΑΛΓ--.905--Γ. 


Άσκηση 27 
Θεωρούμεισοσκελέςτρίγωνο ΑΒΓ (Α » 209) µε ΑΒ - ΑΙ  καιτασηµεία ζΚ. Ατωνπλευ- 


ρών ΒΓ και ΑΓ αντίστοιχα τέτοια ώστε Αίά - ΑΛ και ΚΑΒ --209,. Να υπολογιστεί η 
γωνία ΓΚΑ. 


Λύση 


Έστω ΤΚΛΞκ. Επειδή το τρίγὠνο ΚΑΛ είναι ισοσκελές 
(ΑΚ - ΑΛ). έχουµε κ, εξ. Λι .Ἡ γωνία ΓΚΑ είναι εξωτερική 


τουτριγώνου ΑΚΡΒ, οπότε: 
ΓΚΑ --205-.Β 
Χ Κ, -205 -- Β 





κ-2058Β--Κ, (1) 
Όμως κ, τε Λι και Λι εξωτερική του τριγώνου ΚΛΙ;, οπότε κ, Ξ- Λι ο”, (2). 
Η/(1)λόγωτης(2) γίνεται: χ-209.Β- (κ) κ-209Β- κ ἓς» 

2χ--200.Β- Γ92χ- 200. χ-Ι05 
Άρα χΧΞ ΓΚΛΞΊΙ05 


Άσκηση 28 
Δίνεταιτρίγῶωνο ΑΡΒΙ µε Β.- [-- 309. Αν ΑΛ είναι διχοτόµοςτης γωνίας Α να δείξετε ότι: 
ΑΛΓ--105.. 





Λύση 


Η ΑΛΓ 


Ξ 00” -- 


- ου” -- 


Ξ- 00: -- 


είναι εξωτερική του τριγώνου ΑΔΒ, οπότε: 





Α,κβ- 5 κβ- 
2 
ο αν 
2 2 
8 Γ28. 
ο ο Ὁ 
Β Ες 
. -- 
β-δ- 
---ορ" 15-10: 





Δ. 


δδ. Κάθετες και παράλληλες ευθείες 


ΗΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΟΕΜΑΊΑ 


1. Στη γωνια χΟψη Ο2 είναι εσωτερική ευθεία. Από τυχαίο ψ 
σηµείο Α της ΟΖ φέρνουμετης ΑΒ/ΟΣ. Να δειχθεί ότι; Ρ 
α. Αν Ο2 είναι διχοτόµος της χοψ το τρίγὠνο 0ΟΑΔΑΒ ϱο --- 
είναι ισοσκελές, 
β. Αν τοτρίγῶνο ΟΑΡΒ είναιισοσκελές, η Ο2 είναι διχο- 
κ 


τόµος της χοψ 


Χ π 
2. Στα άκρα ευθύγραμµου τµήµατος ΑΒ φέρουμε προςτο 
ἰδιο µέρος, τις παράλληλες ΑΧ και Βψ. Στην ΑΒ παίρ- . ΓΕ 
νουµε τυχαίο σηµείο Μ. στην Αχτµήµα ΑΔΞ ΑΜ και 
στην Βψ τµήµα ΒΕΞΜΒ. Να δειχθεί ότι ΔΜΕ -ο0”. 
Α Μ Γ 


3. Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΙ (ΑΒ Ξ ΑΓ). το ύψος ΑΗ και µια ευθεία παράλληλη 
στην ΒΙ που τέµνειτις ΑΒ και ΑΙ στα σηµεία Δ και Ε αντίστοιχα. Να δείξετε ότι: 
ι. το τρίγὠνο ΑΔΕ είναι ισοσκελές. 


1ι. ΕΛΗ το ΔΕΗ και ΑΠΛΑ -- ΑΠΕ 


4. Στο ισοσκελέςτρίγωνο ΑΒΙ;, φέρνουμετις διαµέσους ΒΙΙ. ΤΡ και 
µια ευθεία επαράλληλη στη βάση ΒΙ. Να δειχθεί ότιτα τμήματα 
τῆς ευθείας, που βρίσκονται μεταξύ των ίσων πλευρών καιτων 
αντίστοιχων διαµέσων είναι ίσα. 





5. Εστω ορθογώνιοτρίγωνο ΑΒΙ (ΑΞ:Ξ009) καιΓΛδιχοτόµος. Μια ευθεία επου διέρχεται απὀτο 


Βτέμνειτην προέκτασητης Τ Ἀ στο σηµείο Ε έτσιώστε ΑΒΞΞΒΕ. Να δείξετε ότι ΑΕΒΕ --ο0". 


6. Απο εξωτερικό σηµείο Α ενός κύκλου (Κ.ϱ) φέρνουμε εφαπτόµενη ΑΒ. Πάνω στην 
ΑΙ παίρνουμε ευθύγραμμο τµήµα ΑΙ Ξ ΑΒ και έστω Δτο σηµείο τοµήςτης ΒΙ µε 
τον Κύκλο. Αποῦείξτε ὀτιτο τρίγωνο ΑΙ.Δ είναι ορθογώνιο. 


7. Στοτρίγὠωνο ΑΒΙ: φέρνουμετις διχοτόµους ΒΚ και ΓΕ και 
την εξωτερική διχοτόµο ΑΣ. τής γωνίας Α. Από τα σηµεία 
ΚΚ και Ε., φέρνουμετις παράλληλεςστις διχοτόµους ΤΕ και ἅΧ 
ΒΚ. που τέμνουν την ΑΧ στα Ζ και 8. Να δειχθεί ότι: 





ιο! σ) 
[πρ 


Κ7θ---- και ΕΘΑ----. Β 


Κάθετες και παράλληλες ευθείες δ9. 


δ. Να δείξετε ότι στο τρίγωνο ΑΒΙ ισχύουν οι σχέσεις: 


α. μι» 9 Άςοο' β. μα. 9 Αθ", 





γ. µας 9 Α90’ 


Ζ 
9. Έστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΙ (ΑΒΓΞΞ- ΑΙ). Δ ένα τυχαίο σηµείο της 
ΒΓ και Μ. Ντα µέσα των ΒΔ και ΔΓ αντίστοιχα. Αν οι κάθετες προς τη 
ΒΓ από τα Μ και Ν τέμνουν τιςπλευρές ΑΒ και ΑΓ στα σηµεία Ε και 
2 αντίστοιχα να δείξετε ότι ΑΕΖ- ΕΔΖ. αλ --- 


10. Στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒ/Ι και στιςίσες πλευρέςτου παίρ- 


νουμετατμήµατα ΑΔΞ ΑΕ. Φέρνουμε ΑΚ | ΑΒ(Κ. ΕΑΤΓΤ ) και 





Εθ | ΑΓ(Θ ε ΑΒ) «Να δειχθεί ότι ΘΚ/ΒΠ. 


1. Ἐστωτρίγωνο ΑΒΙ μεΑΒ ΣΑΙ 2ΒΙ καιοΟ εσωτερικό σηµείο 
του. Η παράλληληπροςτη ΒΙ που διέρχεται απότο Οτεµνειτις 
Αβκαι ΑΓ στα Δκαιξ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι: 





ὃν 


ι. ΟΑ«ΑΔ πι. ΟΑΓΟΒ{ΟΓ«ΑΒ{ΑΓ Γσπῃ Α 
Α 
12. Στοτρίγωνο ΑΒΙ είναι ΑΙ ΣΑΒ. Φέρνουμετο ύψος ΑΗ. τη 
διχοτόµο ΑΙ καιτη διάµεσο ΑΜ. Να δειχθούν οι σχέσεις: 
ου κ ο ο ον. . 
« 5 απ κ Μ 


γ. ΚΒ«ΚΓ δ.ΚΒ «ΑΒ. 


Α 
13. Στοτρίγὠωνο ΑΒΙ φέρνουμετις διχοτόµους ΑΖ και ΤἩ. Αν είναι 
ΑΖΞ ΑβκαιΓΗΞΒΙ:, να δειχθεί ότι: Η 
α.ΑΒΞΒΓ καιβ. να βρεθούν οι γωνίεςτου τριγώνου ΑΡΒΙ. 
| Β 7 Ι 


14. ἨἙστω ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΙ (ΑΒΞ ΑΙΓ)καιφη γωνίακορυ- 
φής. Στη βάση ΒΙ παίρνουμετµμήµατα ΒΔΞ ΑΒκαιΓΕΞΤΑ. Να 





90. Κάθετες και παράλληλες ευθείες 


υπολογίσετε συναρτήσειτης φτις γωνίες των τριγώνων ΑΒΙ και ΑΔΕ. 


15. Μια γωνία ενός τριγώνου είναι τριπλάσια µιας άλλης. Να αποδειχθεί ότιτο τρίγῶνο 
χωρίζεται σε δύο ισοσκελή τρίγωνα. 


16. Να υπολογίσετετις άγνωστες γωνίες στα παρακάτω σχήματα: 














Λ ἈΞβθ' Λ ἈΞβθ' 
ΑΛΓΞΊΟ0’ ΑΛΓΞΊΟ0’ 
ΑΔ ΑΔ ΔΖ 
ῥιχοτόµοι ῥιχοτόμµοι 


17. Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΙ/Γ καιη Βχ κάθετη στην ΒΙ. Η διχοτόµοςτης γωνίας. 


τέµμνειτην ΑΒ στο 8 καιτην Βχ στο Η. Να δειχθεί ότιτο τρίγωνο ΘΒΗ είναιισοσκελές. 


18. Δίνεταιτο ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒ. Στιςπλευρές ΑΏΒκαι  ᾖ Α 
] ] 
ΒΙ παίρνουµμετατµήµατα ΑΗΞ ο. και 86 - σον 


Να δειχθείότι ΗΘ Ι ΡΕ. 9 Γ 


19. Αν ένα δεκάγῶνο έχει µία γωνία του ίση µε 1350 να υπολογίσετε 
τις άλλες γωνίεςτου αν γνωρίζετε ότι είναι μεταξύ τουςίσες. 


Β 
20. Με πόσες ορθές γωνίες είναι ίσο το άθροισµα των γωνιών ενός 9 2 
οκταγώνου; Ὑπάρχει πολύγὠνο µε άθροισµα γωνιών ίσο µε 13 
ορθές; 
Ε ΤΟ ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ ΘΕΜΑ 
Έστω κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓΑ. Οι διχοτόµοι τῶν γωνιών Β και ΑΔ τέμνονται στο 
σηµείο Ε και σχηματίζουν οξεία γωνία φ και οι διχοτόµοιτῶων εξωτερικών γωνιών ΙΤ και 
Δτέμνονται στο σηµείο Η και σχηματίζουν οξεία γωνία ὦ. Να αποδείξετε ότι: 


/Ν 


Αν φ-ῶ τότελ- Δ-2Γ. 








Ιῇ 
παραλληλογράμμωῶων 


Παραλληλόγραμμα 





5 Ἱεφάλαιο 


ποτε. 
παραλληλογράμμων 


ο ἄ 





Ποαραλληλόγραμμα 





Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ ΓΝ(ΟΣΕΙΣ ΘΕΩΡΙΑΣ 


Παραλληλόγραμμο λέγεταιτο κυρτό τετράπλευροπου έχειπαράλληλεςτις απέναντιπλευ- 
ρέςτου ΑΒ//Ί1Δ. ΑΔ/ΒΙ (βλ. σχ.) και έχειτις εξής ιδιότητες: 


σ΄ Γ / / Α Β 
»Οι απέναντιπλευρέςτου είναι ίσες. 


ο()ι απέναντι γωνίεςτου είναιίσες. 


.Ολι διαγώνιοίτου διχοτομούνται. Λ Γ 


Το σηµείο τομής των διαγωνίων του παραλληλογράμμου είναι 
Και το κέντρο συμμετρίας του. Τα είδη των παραλληλογράμμµων είναι το ορθογώνιο, ο 
ρόμβος καιτο τετράγωνο. 


Β. ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΑΣΚΗΣΕΟΝ 


Γ1α να δείζουµε ότι ένα κυρτό τετράπλευρο εἴναι παραλληλόγραμμο, δείχνουμε ότι Ισχύει 
µια απὀ τις παρακάτω προτάσεις (κριτήρια παραλληλο]γράμμων): 

ο()ι απέναντι πλευρές του ανά δύο είναι ίσες. 

ο Λύο απέναντι πλευρές είναι ίσες και παράλληλες. 

ο()ι απέναντι γωνίεςτου ανά δύο είναι ίσες. 

ολ διαγώνιοίτου διχοτομούνται. 


κ ΑΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Άσκηση 1 

Ἐστω τρίγῶνο ΑΒΙ καιτυχαίο σηµείο Ετηςπλευράς ΑΓ. Απότο Ε φέρουμε ευθεία εη 
οποία διέρχεται από το µέσο Μ της πλευράς ΑΒ και θεωρούμε σηµείο Σ πάνω στηνε 
τέτοιο ώστεΣΜΞ ΜΕ. Να δείξετε ότι ΑΣ//ΒΗΕ.. 


94. Παραλληλόγραμμα 


Λύση 


ΕίναιΜΑΓΞΜΒ(Μ µέσο)και ΜΕΞ ΜΣ/(απο υπόθεση). εποµέ- 
νως στο τετράπλευρο ΣΑΕΒ οι διαγώνιοι διχοτομούνται δη- 
λαδή είναι είναι παραλληλόγραμμο. Άρα ΑΣ/ΒΡΕ. 





Άσκηση 2 

Έστω παραλληλόγραμμο ΑΒΙΑ και πάνω στις πλευρές ΑΒ. ΒΙ. ΓΑ και ΔΑ παίρνουμε 
τμήματα ΑΕ - . »Ρ7, - - ἵ Η -- πο .ΔΘ - π. .Να δείξετε ότιτο Ε2ΖΗΠ6Θ είναι 
παραλληλόγραμμο. 

Λύση 


Συγκρίνουμετατρίγωνα ΗΔ και ΒΕ 2 


λθ-οι Βρ 
“4 
Π- Γ-1ΗΠ Δ Δ 
ου -” ΘΗΔ-ΞΒΕΖ-.ΘΗ --Ε7 (1) 
ΘΔΗ --ΕΒΖ 


Συγκρίνουμετατρίγωνα 9 ΕΑ και ΓΗΖ 





ΑΕ. 95. ΔΙ τη 
4 4 
Π-- Γ-Π Δ Δ 
ο... - ΘΕΑ-ΓΗΖ-268Ε -- ΗΖ (2) 
ΘΛΕ --ΗΙΓ7Ζ 


Απόγις (1) και (2) προκύπτει ότιτο ΕΖΗΘ είναι παραλληλόγραμμο. 


Άσκηση 3 
Να δείξετε ότι ένα παραλληλόγραμμο ΚΛΜΝ που είναι εγγεγραμμένο σεπαραλληλόέ- 
γραμµο ΑΒΙΛ έχει κοινό κέντρο µετο ΑΒΙΛ. 


Λύση 


Παραλληλόγραμμα ον. 


Θεωρούμε Ο το σηµείο τομής των διαγωνίων ΛΝ και ΑΓτων 
ΚΛΜΝ και ΑΒΙΛ αντίστοιχα. Αρκείνα δείξουμε ότι ΔΑΟΞΟΓ 


και ΟΝ Ξ5 ΟΛ. Γιαυτό συγκρίνουμε τα τρίγώὠνα ΚΑΛ και 


ΝΓΜ. Αυτά έχουν 





ΚΛΞΝΜ (απέναντι πλευρές παρ/ μου) 
ΑΚΛ-Ξ ΝΜΓ (έχουν πλευρές παραλληλες) -- ΚΑΛ ΞΜ ΝΓ σσ. ΑΛΞΝΙ 
ΑΛΚ-ΜΝΓ (έχουν πλευρές παραλληλες) 
Άρα ΑΛ/ΞΝΙ. έτσιτο ΑΛΓΝ είναι παραλληλόγραμμο αφού έχει δύο απέναντι πλευρές 
του ίσες και παράλληλες. Άρα οι διαγώνιοίτου διχοτομούνται,δηλαδή ΑΟΞΟΓΚαΙΟΝΞΟΔ. 


Άσκηση 4 Α 
Δίνεται τρίγῶνο ΑΒΙ καιη διχοτόµοςτου ΑΛ. Απότο Δφέρ- 7 
9 
νουµετην ΔΘ//ΑΒ (9 Ε ΑΓ) καιτην Θ7/ΒΓ (7 Ε ΑΒ) .Α- 
ποδείξτεότι ΔΘΞ Β7. Β Ἄ 
Ι 
Λύση 


Α, Ξξ Α, (αφού η ΑΔ είναι διχοτόµος) και Α, -- Δ, (αφού ΔΘ// 


ΑΒ). Επομένως Α, -- Δ, , δηλ. τοτρίγῶνο ΑΔΟΘ είναιισοσκελές, 
οπότε ΑΘΞΘΔ (1). 

Επειδή το ΒΔΘΖ είναι παραλληλόγραμμο λόγωτης(1) έχουµε: 
ΑΘΞΟΔΞΒΖ. 









Άσκηση 5 
Απότο κέντρο Ο παραλληλογράμμου ΑΒΙΛΑ φέρνουμε ευθεία. που 
τέµνειτις δύο απέναντιπλευρές στα σηµεία ΚΚ και Η. Να δειχθεί 
ότιτο ΑΙΚΙ Η είναι παραλληλόγραμμο. 


Λύση 


Τα τρίγωνα ΔΟΗ και ΟΚΒ είναι ίσα διότι έχουν: 


ΔΟΞΟΒ, Ο,-0, και Δ, -Βἢ,. ΆραοηΗ-ΟΚ. 
Οι διαγώνιοι ΑΓ και ΚΗ του τετραπλεύρου ΑΙΚΓΗ διχοτομού- 
νται. Επομένωςτο ΑΚΓΗ είναι παραλληλόγραμμο. 


ος. Παραλληλόγραμμα 


Άσκηση 6 

Έστω Ε και Ζ,τα µέσα τῶν πλευρών ΑΒ και ΓΔ αντίστοιχα. παραλληλογράμμου ΑΒΙΛΑΛ. 
Να αποδείξετε ότι; 

Ι.το τετράπλευρο ΑΕΙ 2 είναι παραλληλόγραμμο. 

π. οι ΑΙ, ΒΑ και Ε7 συντρέχουν. 


Λύση 


Ι. Έχουμε ΑΕ// Ξ ΓΖ .άρατο ΑΕΙ Ζ εἴναιπαραλληλόγραμμο. 

Π.ΟιΙΑΙΓ ΒΛ ως διαγώνιοιτου παραλληλογράμμου ΑΒΙΓΔ διχο- 
τομούνται απὀ στο Ο. ΟιΕΖ. ΑΙ είναι διαγώνιοιτου ΑΕΤΖ, 
οπότεη Ε2 διέρχεται απότο µέσο Οτης ΑΙ. Άρα οι ΑΙ: ΒΔ, 
ΕΖ συντρέχουν. 





Άσκηση 7 
Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΙΆΛ και Ε σηµείοτης ΑΙ. Φέρουμε ΔΖ/Η/ΒΕ (7, σηµείο της 
ΑΙ). Να αποδείξετε ότι ΔΕ//Β7. 


Λύση 


Δ Δ α « α ο 
Είναι ΑΡΕΞΔΖΓ(ΔΕΞΔΓ.Α/ΞΙΠ.Ε,Ξ7,. 
αφού Ε, Ξ Ζ)) άρα ΡΕΞ ΔΖ. 
Αλλά είναικαι ΒΕ //ΔΖ . οπότε το ΔΕΒΖ είναι παραλληλό- 
γραμμο. Άρα ΔΕ/ ΒΖ. 





Άσκηση ὃ 
Προεκτείνουµε την πλευρά ΑΒ παραλληλογράμμου ΑΒΓΛ κατά τµήµα ΒΓΕ - ΒΙ και 
στην ἡηµιευθεία ΛΑ θεωρούμε σηµείο Ζ, ώστε ΔΖ-- ΔΓ.. Να αποδείξετε ότι ΖΓΕ --ο0». 


Λύση 

Έχουμε: 

Ζ--Ε,(Δ7-- ΔΕ) 
Ζ--Ε, (εντός εναλλάξ) 


| άρα Ἡι -ἴ, (1) 





Ε--Ε,(ΒΕ - ΒΓ) '----- 
/ . . ρ Ἱς --- ὸ, (2) 
Ε --Τ;, (εντός εναλλάξ) 


Από τις (1). (2) προκύπτει ότι 6 | ΙἩ ὡς διχοτόµοι εφεξής και παραπληρωματικών 
γωνιών, άρα: ΖΓΕ --ο0». 


Παραλληλόγραμμα .-- 
ΠΗΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ 


1. Στο παραλληλόγραμμα ΑΒΓΑ προεκτείνουµε την ΑΒ κατά 
τμήματα ΒΘΞΒΙΓ καιτην ΑΔ κατά τµήµα ΔΗΞΤΔ. Να δειχ- 
θεί ότι: Δ α 


α. ΔΓΗ - ΒΓΘ 
β.τα σηµεία Η. Τ. 8 είναι συνευθειακά. Α 


2. Στο παραλληλόγραμμο ΔΑΒΙΠΛπαίρνουμετα σηµεία Ρ και 


] 
στις πλευρές ΑΒ και ΔΙ αντίστοιχα, ώστε ΡΒΞ ο και 


] 
ΔΖΞ σι .Ἡ Ρ2 τέµμνειτην προέκταση της ΑΔ στο Κ. Να 





δειχθεί ότιΔΚΞΑΔ. 









3. Το τετράπλευρο. που έχει κορυφέςτα µέσα των πλευρών άλλου 
τετραπλεύρου είναι παραλληλόγραμμο. 


4. Στο παραλληλόγραμμο ΑΒΙΓΔ. Ε και Ζ είναι µέσα των 
πλευρών ΑΒ καιΓΔ. 
α. Να δειχθεί ότι η διαγώνιος ΒΔ χωρίζεται σετρία ίσα 
µέρη (τριχοτοµείται) απότις ΑΖκαιΓΕ. 
β. Αν 1, 8 τα σηµεία που τριχοτομούν τη ΒΔ και Μ το 
µέσο της ΑΔ. να δείξετε ότιη ΕΜ διχοτοµείτην ΑΙ. 


5. Στο παραλληλόγραμμο ΑΒΓΛ από τις κορυφές Α και Τ 
φέρουμετις ΑΕ και! 2 κάθετες στη ΔΒ. Να δειχθεί ότιτο 
ΑΕΙ Ζ είναι παραλληλόγραμμο και έχειτο ίδιο κέντρο µε 
το ΑΒΓΑ. 


6. Στο τρίγωνο ΑΒΙ φέρνουμετις διαµέσους ΒΔ και ΓΕ 
καιτις προεκτείνουµεκατά ΔΖΞ ΒΔκαιξηΗΞξΤΕ. Να 
δειχθεί: 
α.ΑΗΞΑΖ ᾖβ.τασηµεία Η. Α. Ζ είναι συνευθειακά 
γ.αν Οτο σημείοπουη 2Ε τέµνειτη ΒΙ., είναιΟοΕΞΒΙ. 





ΓΕ. Το ΞΕΧΟΡΙΣΤΟ 9ΟΕΜΑ 


Στιςπλευρές ΑΒ και ΑΙ τριγώνου ΑΒΙ παίρνουµετα σηµεία Δ.Ε έτσι ώστεΑβΔλΞΙΤΕ. 
Φέρνουμετη Ι Ζ παράλληλη καιίση µετην ΕΔ. Να δειχθεί ότιη ΑΖ, είναι διχοτόµοςτης 


γωνίας Α του τριγώνου. 


Είδη παραλληλογράμμων 





Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ ΤΝΟΣΕΙΣ ΟΕΟΡΙΑΣ 


Α 
Ορθογώνιο παραλληλόγραμμο π 
Ορθογώνιο παραλληλόγραμμο λέγεται το παραλληλόγραμμο που 
έχει µια ορθή γωνία και έχει την ιδιότητα οι διαγώνιέςτου να είναι 


ίσες. Λ Τ 


Ρόμβος 
Ῥόμβος λέγεται το παραλληλόγραμμο που έχει δύο διαδοχικές πλευ- 
ρές ίσες και έχειτις εξής ιδιότητες: 

εοι διαγώνιέςτου τέμνονται κάθετα. 

οι διαγώνιές του διχοτομούν τις γωνίεςτου. 


Τετράγῶνο 
Τετράγωνο λέγεται το παραλληλόγραμμο που είναι ορθογώνιο και 


ρόμβος και έχειτις εξής ιδιότητες: Ας Γ 
.οι διαγώνιές του τέμνονται κάθετα, διχοτομούν τις γωνίεςτου και κ 
είναι ίσες. 

ο όλες οι γωνίες είναι ορθές. 

οόλες οιπλευρές είναι ορθές. 

.ο0ι απέναντι πλευρές είναι παράλληλες 









Τα παραπάνω συνοψίζονται στον πίνακα: 
ΠΛΕΥΡΕΣ Απέναντι πλευρές Απέναντι πλευρές Απέναντι πλευρές Απέναντι πλευρές 
ο είναι ίσες ο είναι ίσες ο είναι ίσες ο είναι ίσες 
ο είναι παράλληλες! ο είναι παράλληλες! ο είναι παράλληλες! ο είναι παράλληλες 
Διαδοχικές πλευρές | Διαδοχικές πλευρές 
ο εἶναι ίσες ο είναι ίσες 


ΓΩΝΙΕΣ Απέναντι γωνίες Ολες οι γωνίες είναι | Απέναντι γωνίες Ολες οι γωνίες είναι 
είναι ἰσ ίσ είναι ἰσ ίσ 


ΔΙΑΙΓ(ΑΝΙΗΣ | ο διχοτομούνται διχοτομούνται διχοτομούνται διχοτομούνται 
είναι ίσες είναι ίσες 
είναι κάθετες είναι κάθετες 
διχοτομούν τις διχοτομούν τις 
γωνίες γωνίες 


100. Είδη παραλληλογράμμων 


Β. ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΑΣΚΗΣΕΟΝ 


Γ1α να δείόουµε τι ένα κυρτό τετράπλευρο εἴναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο, δείχνουμε 
ότι ΙισχύεΙ µια απὀ τις παρακάτω προτάσεις (κριτήρια ορθογωνίων παραλλήλογράμμωγν): 


1. Δείχνουμε ότι είναι παραλληλόγραμμο και ὀτιισχύει ένα από τα παρακάτω: 
Έχει µία ορθή γωνία. 
.Όι διαγώνιες είναι ίσες. 
2. Δείχνουμε ότι ἐχειτρείς γωνίες ορθές. 
3. Δείχνουμε ότι έχει ὀλεςτις γωνίεςτου ίσες. 
Για να δείξουμε ότι ένα κυρτό τετράπλευρο είναι ρόµβος, δείχνουμε ὀτιισχύει ένα από τα 
παρακάτω κριτήρια ρόµμβων: 
1. Δείχνουμε ότι είναι παραλληλόγραμμο και ὀτιισχύει ένα από τα παρακάτο: 
ο Μια διαγώνιος διχοτοµεί µια γωνία. 
Έχει δύο διαδοχικές πλευρές ίσες. 
.Όλι διαγώνιοι τέμνονται κάθετα. 
2. Δείχνουμε ότι έχει ὀλεςτις πλευρέςτου ίσες. 
Γ1α να δείζουµε ότι ένα κυρτό τετράπλευρο εἴναι τετράγωνο, δείχνουμε ότι ισχύει µια απὀ 
τις παρακάτω προτάσεις (κριτήρια τετραγώνων): 
Δείχνουμε ότι είναι παραλληλόγραμμο και ὀτιισχύει ένα από τα παρακάτα: 
Έχει µία ορθή γωνία και δύο διαδοχικές πλευρές ίσες. 
Έχει µία ορθή γωνία και µια διαγώνιος διχοτοµεί µια γωνία του. 
Έχει µία ορθή γωνία καιτις διαγώνιες κάθετες. 
οι διαγώνιοίτου είναι ίσες και δύο διαδοχικές πλευρέςτου επίσης ίσες. 
ολ διαγώνιοίτου είναι ίσες Και µια απὀ αυτές διχοτοµεί µια γωνία του. 
.Όι διαγώνιοίτου είναιίσες και κάθετες. 


Ε. ΑΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Άσκηση 1 
Έστω τα ορθογώνια παραλληλόγραμμα ΑΒΙΆκΚαι ΑΟΘΙ Ἡ µε κοινή διαγώνιοτην ΑΙ. Να 
δείξετε ότιτο ΒΘΛΔΗ είναι επίσης ορθογώνιο παραλληλόγραμμο. 


Λύση 


Επειδή το ΑΒΓΑ είναι ορθογώνιο οι διαγώνιεςτου είναι 
ίσες και διχοτομούνται. Άρα ΑΙΞ8Δ (1). 

Επειδή το ΒΘΔΗ είναι ορθογώνιο οι διαγώνιεςτου είναι 
ίσες και διχοτομούνται. ΆραΑΓΞΗΟ (2). 

Απόγις (1) και(2) έχουµε ΑΓΞ ΒΔΞ ΗΘ καιτα µέσα 
τους ταυτίζονται. 

Επειδή οι ΒΔ και ΗΘ διχοτομούνται το ΒΘΔΗ είναι 
παρ/µο και επειδή ΒΔΞΞ ΗΘ έχεικαιίσες διαγωνίους άρατο ΒΘΔΗ είναι ορθογώνιο παρ/µο. 
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Άσκηση 2 
Να δείξετε ότι οι διχοτόµοι τῶν γωνιών παραλληλογράμου σχηματίζουν ορθογώνιο πα- 
ραλληλόγραμμο. 


Λύση 


Έστω οι διχοτόµοι ΔΗ.ΒΖ,ΓΘ και ΔΕ που τέμνονται στα Κ.Λ.Μ και λ. 


Επειδή το ΑΒΓΛ είναι παραλληλόγραμμο ισχύει Α.Λ- 180: 
Στοτρίγὠνο ΑΔΚ ισχύει: 


Αΐνν 


Άι Λι Εζι -- 180" ος ο 


ΑΤΑΕι- 1800 «5 Εξ, --140: ον - 90" 








και επειδή Κι -Κ, ως κατακορυφήν, έχουµε Κ. -ορ”. 


Ομοίως βρίσκουμε ότι ΛΞΜ- Ν- ου" ,άρα το ΚΛΜΝ είναι 
ορθογώνιο παραλληλόγραμμο... 


Άσκηση 3 

Ἐστω ισοσκελέςτρίγῶνο ΑΒΙ µεβΗΕΗΞΑΙ καιτο ύψος του ΑΛ. Από τυχαίο σηµείο Μ της 
ΒΙ φέρνουμε κάθετη στη ΒΙ που τέµνειτις ΑΒ και ΑΙ στα Ν και Λ αντίστοιχα. 

Να δείξετεότι ΜΛ ΙΓ ΜΝΞ2ΑΔ. 


Λύση 
ΜΝ | ΒΓ 

Αποτο Α φέρουμε ΑΟ Ι ΜΝ .. Τότε -»ΑΟ/ΡΓΕ. 
ΑΟ | ΜΝ 

Επίσης 





ΝΑΟ - Β (εντός, εκτός και επι τα αυτά των ΑΟ.ΒΓ) 
Λλλο-ῦ (εντός εναλλάξ των ΑΟ.,Β/Γ) 


. - ΝΑΟ- ΛΑΟ 
ΒΞ-Τ (ΑΒΙ ισοσκελές) 


Στοτρίγῶνο ΑΝΛΛη ΑΟ είναι ύψος και διχοτόµος, άρα είναιισοσκελές και συνεπώς η ΑΟ 
είναι διάµεσος. Δηλαδή ΟΝΞΟΛ. Επειδήτο ΑΛΔΜΟ είναι ορθογώνιοισχύει ΑΔΞΜΟ. 
ΜΔΞΜΟ-ΔΟΞΑΔ-ΝΟΙ 6) 


Ἆρα έχουµε σΟΜΔ-ΜΝ --2ΑΛΔ 
ΜΝΞΜΟΞΟΝΞΑΔ{ΓΟΝ 
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Άσκηση 4 
Ἐστω τρίγώῶνο ΑΒΙ και εξωτερικά από αυτό τα τετράγωνα ΑΒΚΛκαιΑΙΓΑΝ.Αν ΑΜ 
διάµεσος του τριγώνου να δείξετεότιλΝΞ2ΖΑΜΙ. 


Λύση 

Προεκτείνουµετην ΑΜ κατάτµήµα ΜΕΞ ΑΜ. Τότετο ΑΒΕΙ. 
είναι παραλληλόγραμμο, διότι ΒΜΞ ΜΙ (από υπόθεση) και 
ΑΜΞΜΕ. 

Άρα ΑΒΞΤΕ. 


Τατρίγὠωνα Λ ΑΝ και Ἑ ΓΑ είναι ίσα διότι: 





(0 
ΤΕΞΑΗΕΞ ΑΛ (ΑΒΚΛ τετράγωνο) 


Π- Γ-Π 

ΑΓΞΑΝ (ΑΝΔΙ τετράγωνο) -- 
ΛΑΝ -ΑΤΓΕ (αµβλείες γωνίες µε κάθετες πλευρές) 
ΛΑΝ-ΕΓΑΞΛΝΞΑΕ 
επειδή ΑΜΞΜΕ ἐχουµετελικά ΛΝΞΖΑΜ 
Ζ΄ 
Άσκηση 5 Γ 
ΗΠροεκτείνουμµετις πλευρές ΑΒ και ΒΙΓ τετραγώνου ΑΒΓΑ. κατά 
τμήματα ΒΗΞ ΓΖ. Να δειχθείότι:α.ΑΖΞΔΗ.Ρ. ΑΖ |) ΔΗ 
Λύση 
9 8 Ἡ 


α. Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΔΗ και ΑΒΖ εἰίναιἰίσα(ΑΔλΞ 
ΑΒ, ΑΗ Ξ Β2). Άρα είναιΔΗΞ ΑΖ. 

β. Από τα ίδα τρίγῶνα ΑΔΗ και ΑΒΖ έχουµε ὢξΞξφ. Επειδή 
Α, ΕΦΞ90" έχουµε Α, ΕῶΞ90". απ᾿όπου ΑΚΔΞ ΟΟ’.ο- 
πότε ΑΖ Ι ΔΗ. 





Άσκηση 6 
Στοτετράγῶνο ΑΒΙΓΛ ονομάζουμε Οτο κέντροτου καιπαίρνουµε Δι 
τυχαίο σηµείο Ρ του τμήματος ΟΛ. Φέρνουμετην κάθετη από το 
Β στην ΑΡ, που τέµνειτην ΑΟ) στο κ. Να δειχθεί ότι 

α. 8Κ«ΞΑΡ 

β.ΓΙΚΞΡΒΡ. 
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Λύση 
α. Είναι Α, Ξ Δ, Ξ45 καιΑΗΞ ΑΔ. Επειδή Β, Ξ- Α, (οξείες γω- 


νίες µε κάθετες πλευρές). τα τρίγώνα ΑΔΡ και ΒΚΑ είναι ίσα. 
Επομένως ΑΡΞ ΒΚ κΚαιΑΙΚΞΔΡ. 


β. Επειδή ΑΚΞΔΡΚκαιΑΓΞΒΔ/(διαγώνιεςτετραγώνου), θα είναι 
ΑΓ-ΑΚΞΒΔ- ΔΡ δηλ.ΤΚΞΒΡ. 





Άσκηση 7 Β 

Σετετράγωνο ΑΒΓΑ παίρνουµετα σηµεία Ε.Θ9.Η.Ρ πάνω στιςπλευρές Δ Ι 

του ΔΓ.ΑΒ.ΑΛ.ΒΙ αντίστοιχα έτσι ὠστετατμήματα ΕΘ. ΗΡ. να είναι 

κάθετα. Να δειχθεί ότιτα Ε69 και ΗΡ είναι ίσα. Η 

Λύση Κ Γ 
Α Β 


Φέρνουμε ΕΟ | ΑΒ και ΡΚ | ΑΔ. Είναι ΡΚ Ξ ΕΟ (ίσες µε τις 
πλευρέςτου τετραγώνου ΑΒΓΛ) και Ρ Ξξ Ε, (οξείες γωνίες µε κά- 
θετες πλευρές). Επομένως τα τρίγὠωνα ΕΘ0Ο, ΚΡΗ είναι ίσα διότι 


ΡΚΞΕΟ, Ε, -Ρ. και ὁ--Κ--οθ". Οπότε είναι και ΕΘ-:Ξ ΡΗ. 


1 





Άσκηση ὃ 

Στιςπλευρές ΑΒ και ΒΙ. τετραγώνου ΑΒΙ ΛΑ παίρνουμε σηµεία Ε και Ζ αντίστοιχα. ώστε 
ΑΕ Ξ ΒΖ. Να αποδείξετε ότι 

ἱ. ΑΖΞΔΕ Ππ. ΑΖ Ι ΔΕ 


Λύση 
. ΑΗΖ --ΑΔΕ (ΔΕ -ἨΖ.ΑΒ--ΑΔ.Α -ἢ- 905). 
Άρα ΑΖΞ ΔΕ και Δι -Α,. 
Π. Είναι Δι Ξ- Α, ,οπότε στο τρίγωνο ΑΔΚ είναι Κ - ορ» ᾿αφού 


Α Α 


ΔΕΑ, ΞΑι-Α,Ξ-Α-905, Άρα ΑΖΙ ΔΕ. 





Άσκησηθ 


Σεορθογώνιο ΑΒΙΛ φέρουμε ΒΕ | ΑΓ. Ανη διχοτόµοςτης γωνίας ΔΒΕ τέμνειτη[Δ 
στο Ζ.να αποδείξετεύτι ΒΓΞ ΓΠΖ. 
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Λύση 


Έχουμε Α, -Β,. --Δ, (1) (αφού το ΑΒΓΑ είναι ορθογώνιο) 


και Α, - Ὦ ᾳ (2) (Ως οξείες γωνίες µε κάθετες πλευρές). 
Επομένως 


. . . (2), . ᾱ . . 
Ζ/ΞΔι ΓΒι(ως εξωτερική) Ξ Β,8Β:Ξ8Β,Β,. οπότε 





Ζ,-ΓΒΖ. Άρα ΗΓ- Γ7. 


Άσκηση 10 
Να αποδείξετε ότι; 
Ι.το άθροισμα τῶν αποστάσεων τυχαίου σημείου της βάσης ισοσκελούς τριγώνου από 
τις ίσες πλευρέςτου είναι σταθερό. ίσο µε ένα από τα ύψη του. 
Π.το άθροισμα τῶν αποστάσεων τυχαίου σημείου. που βρίσκεται στο εσωτερικό ισο- 


πλεύρου τριγώνου, απότις πλευρές του είναι σταθερό. ίσο µετο ύψοςτου. 
Λύση 


.. Έστω Κ τυχαίο σηµείο της βάσης ΒΙ και ΒΗ το ύψος του 
τριγώνου. Φέρνουμετις ΚΔΙ ΑΓ, ΚΕ | ΑΒκαι ΚΖ Ι ΒΗ. 
Τότε είναι τα τρίγωνα ΒΕΙ .ΒΖΚ είναι ίσα.,διότι έχουν: 

Ζ--Ε--ο0», ΚΒκοινή, Β- Γ-- ΒΚΖ.οπότε ΚΕ-ΒΖ. 
Αποτο ορθογώνιο ΚΖΗΔείναιΚΔΞΖΗ. 
Απο τα παραπάνω µε πρόσθεση κατά µέλη παίρνουμε: 
ΚΔΕΚΕΞΖ2Η-Β2Ξ ΒΗ - σταθερό (ύψοςτου τριγώνου). 


Π. Έστω Μ τυχαίο σηµείο. Φέρουμε από το Μ τις κάθετες στις 
ΑΒ. ΑΙ στα Κ. Λ αντίστοιχα. 
Τότε απὀ το |. έχουµε: ΜΚ--ΜΔ - ΑΝ (1) (αφού το τρίγω- 
νο ΑΡΣ είναι ισόπλευρο). Επίσης ΜΔ - ΝΗ (2). 
Απόγτις(1). (2) προκύπτει ότι ΜΚ--ΜΔ-ΜΔ- ΑΗ 


Ξ σταθερό. 
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Άσκηση 11 
Δίνεται ορθογώνιο ΑΒΙΛ µε κέντρο Ο. Εξωτερικά του ορθογωῶνίου κατασκευάζουµετα 
ισοσκελή τρίγῶνα ΑΙΚΒ και ΒΛΙ. Να δείξετε ότιτο τρίγώὠνο ΚΟΛ είναι ορθογώνιο. 


Λύση 


ΕίναιΚΑΞΚΒ(αφούτοτρίγωνο ΚΑΒ είναιισοσκελές) 
ΟΑΞΟΒ (αφού οι διαγώνιοιτου ορθογωνίου είναιίσες) 

Άρατη ΚΟ είναι µεσοκάθετοςτου ΑΒ 

Είναι ΛΒΞ ΛΓ (αφού το τρίγωνο ΔΒΙ είναι ισοσκελές) 
ΟΒΞΟΙ (αφού οι διαγώνιοιτου ορθογωνίου είναιίσες) 

Ἆρα ΔΟ µεσοκάθετοςτουΒΙ. 

Τότετο ΒΖΟΗ είναι ορθογώνιο αφού έχειτρεις ορθές γω- 





νίες (-2-ἢ-ορ) 
Άρα και 0-οθ”. 


Άσκηση 12 
Σετετράγῶὠνο ΑΒΙΛτα κ. Λ. Μ. Ν είναι µέσα των πλευρών ΑΒ. ΒΙ. ΓΑ και ΔΑ αντίστοι- 
χα. Να δείξετε ὀτιτατμήµατα ΑΛ. ΒΜΙ. ΓΝ. ΔΚ τεμνόµενα σχηματίζουν τετράγῶνο. 


Λύση 


Είναι ΝΑ/ΞΤΛ άρα ΝΑΛΙ παραλληλόγραμμο οπότε ΝΙΓ/Ξ Αλ άρακαι ΘΗ/Ε2 (1) 
Είναι ΜΔ/ΞΙΚΒ άρα ΔΜΒΕ παραλληλόγραμμο οπότε 
ΜΒ/ΞΔΚ άρακαιΗΖ/ΘΕ. (2) 

Από(1).(2) έχουµε ότι ΘΗ2ΖΕ παραλληλόγραμμο. 


Δ Δ α α 
Είναι ΑΛΕΒΞΑΔΚ αφού ΑΞΒΞΟΘΟ’, ΑΗΞΑΔ 


α / / , 
και ΑΚ - ΒΛΔ- . όπου α ηπλευρά του τετραγώνου 





Α Α Δ 
Τότε Κι Ξ- ΛΙ. Στοορθογώνιοτρίγωνο ΑΛΒ είναι 
Κι-λι α 


ΑΙ ΛΙ -9οῦ” «» ΑΕΚ, -οθ”, 


Δ . 
Τότεστο ΑΕΙ είναι Ἡ Ξ 005 
Αφούτο ΘΗ2Ε έχει και µία γωνία ορθή είναι ορθογώνιο. Για να είναι τετράγωνο αρκεί να 
δείξω ότι δύο διαδοχικές πλευρές είναι ίσες. 
Είναι ΘΕΞΔΚ-ΔδΘ-ΕΚ 
ΕΖΞΑΛ-ΔΕ-ΖΔ 
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Δ Δ 
ΕίναιδΚΞΑΛ(αφού ΑΛΗΕΗΞΑΔΚ) 


Δ Δ α α « « 
ΑΕ- ΛΘ(αφού ΑΝΘΞΑΕΚ ΑΚΞΔΝ,ΘΞΓΕ-ο0", ΔΙ - Αι) 


Α 


Δ Δ - Ἀ α 
ΕΚΞΖλΔ(αφού ΑΕΚΞΖΔΗΒ ΑΚΞΛΒ.ΕΞΖ-90.Κ/-Δ) 
Άρα ΘΕΞΕΖ. Οπότε ΘΗ2Ε εἰίναιτετράγωνο. 


Άσκηση 139 
Δίνεται τετράγωνο ΑΒΙΆΛ και Οτο κέντροτου και Ε τυχαίο σηµείοτης ΑΟ. Φέρνουμε 


ΕΛ | ΔΕ όπου ΜΥ το σημείοτοµήςτης ΓΛλ µετην ΔΟ. 
Να δείξετε ότι; 
Ι.ΓΝΞΔΕ Π.ΒΝΞΤΓΕ 


Λύση 


Δ Δ 
.. Συγκρίνω τα ορθογώνια τρίγὠωνα ΔΕΟ και ΓΜΟ. Δυτά έχουν ΓΟΞ ΔΟ ως µισά των 
διαγωνίων του τετραγώνου. 
Οιγωνίες Γ και Δι είναιίσες ως οξείες γωνίες µε κάθε- 


ΔΕΙ ΓΔ 


τες πλευρές αφού Λο 1 Το 


Δ Δ 
ΆραΔΕΟΞΙΤΜΟ ««ΤΓΜΞΔΕ 
Π. Είναι ΒΜΞ ΡΒΟ-ΟΜ και ΓΕΞΤΓΟ-ΞΟΕ 
Όμως ΒΟΞΙΤΟ ὡς μισά των διαγωνίωνκαι ΟΜΞΟΕ 





Δ Δ 
από την ισότητα των τριγώνων ΔΕΟ και] ΜΟ . Ἆρα 
ΒΜΞΤΓΕ. 


Άσκηση 14 

Δίνεται τετράγῶώνο ΑΒΙΛ καιπόνω στις ΑΒ. ΒΙ, παίρνουµετα σηµεία Ε., Ζ αντίστοιχα 
ώστε ΑΕ. -- Β/,. Να δειχθεί ότι; 

α.ἰ. ΑΖ-ΔΕ.. Ππ. ΑΖ. | ΔΕ 

β. Αν Κ είναιτο µέσοτης ΕΖκαι Ατομέσοτης ΔΖ,να δειχθείότι ΚΛ | ΑΖ. 
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Λύση 


α. 1. Τα τρίγώνα ΔΑΕ και ΑΒ είναι ίσα, γιατί έχουν: 
Α-ἢ-οθο . ΑΔΑΞ ΑΒ ὡς πλευρές τετραγώνου 

και ΑΕ -- ΒΖ απὀ υπόθεση. Άρα: ΑΖ-δΔδΕ (1) 
Π. Από την ισότητα των τριγώνων ΔΑΕ και ΑΒΖ έχο- 


Όμε ότι Α, Ξ- Δι (2). Για να δείξουμε ότι 





Αύ | ΔΕ. αρκείνα δείξουµε ότι Α, - Ε, -00". 


. α, ο Ὁ 
Έχουμε: Αι ΓΒ/ΞΔΙ ΓΕ Ξ90”,άρα Α.Ι ΔΗ 
β. Στοτρίγὠνο ΔΖΕ.τα Λ. Κ είναι µέσα των ΔΖ και ΕΖ αντίστοιχα, οπότε Δ/ΔΕ. Όμως 
ΔΕ | ΑΖ.άραΚΛ | Αύ. 
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Δ. ΠΗΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ 


Δ Γι 
1. Στην πλευρά ΓΔ τετραγώνου ΑΒΙΓΛ παίρνουμε τυχαίο σηµείο 
: Ζ 
Κ. Αν η διχοτόµοςτης ΒΑΚ τέµνειτην ΒΓ στο Ζ. να δείξετε 
ότι η ΑΚ είναιίση µετο άθροισμα των ΒΖ και δί«.. 
Α Β 


2. Θεωρούμε κυρτό τετράπλευρο ΑΒΙΛ τέτοιο ώστε οι διαγώνιοι 
του να τέμνονται κάθετα. Να αποδείξετε, ὀτιτα µέσα Κ. Λ. Μ. 
Ν των πλευρών του. είναι κορυφές ορθογωνίου. 






3. Να αποδείξετε. ότι ένα παραλληλόγραμμο ΑΒΓΛ είναι ρόµβος, αν 
και µόνον αν οι αποστάσεις των απέναντιπλευρών του είναιίσες. 


4. Θεωρούμε παραλληλόγραμμο ΑΒΙΔΑ µετην πλευρά ΑΒ να . : 
είναι διπλάσια της ΒΙ. Από την κορυφή Δ φέρνουμετη ΔΚ. Κ 
κάθετη στη ΒΙ.. Αν Μ είναιτο µέσο της ΑΒ. να δείξετε ότι η 
γωνία ΑΜΚ είναιτριπλάσια της γωνίας ΜΚΕΒ. ών Μ Β 


5. Θεωρούμε τετράπλευρο ΑΒΙΔ µετις δύο απέναντι γωνίες 
του παραπληρωματικές. Αν οιπλευρές ΑΔ και ΒΙ τέµνο- 
νται στο Ε, οιπλευρές ΒΑ. ΓΔ στο Ζ και οι διχοτόµοιτων 
γωνιών Ε καιΖ τέμνουν τις πλευρές ΑΒ. ΒΙΓ,ΓΔ και ΑΔ στα 
Κ. Λ. Μ. Ν. να δείξετε ότιτο ΚΛΜΝ είναι ρόμβος. 


6. Δίνεταιτο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΡΒΙ’ [Α 0. .Κατασκευά- 


ζουμε εξωτερικά τα τετράγωνα ΑΒΕΖ και ΑΓἩΗΘ. Φέρνουμε 
τις αποστάσεις ΕΚ και ΗΛ στη ΒΙ.. Να δειχθεί ότι: 

α. Ἰατμήµατα!τλΞΚΒ Ρ.ΕΚΓΠΛλΞΒΡΙ 

γ. Τα σηµεία Ε, Α. Η είναι συνευθειακά 
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7. Απότην κορυφή Α τριγώνου ΑΒΙ φέρνουμετις αποστάσεις 
ΑΙ και ΑΛ στην εσωτερική και στην εξωτερική διχοτόµο 
της γωνίας Β. Να δειχθεί ότι: 

α. Το ΑΚΒΛ είναι ορθογώνιο 
β. ΗΠ ευθεία ΚΛ είναι παράλληλη στη ΒΙ καιπερνάει από το 
µέσο της πλευράς ΑΙ. 





δ. Στο ισοσκελέςτρίγῶωνο ΑΒΙ (ΑΒΞ- ΑΓ) φέρνουμετις µεσοκάθε- 
τες στις πλευρές ΑΙ καιΒΙ; που τέμνονται στο Ο. Απότο Μ. που 
είναιτο συμμετρικότου Ο ὠςπροςτην ΑΙ φέρνουμετη ΜΔ/ΑΒ 


(Δ σηµείο της Β/)). Να δειχθεί ότι ΜΟΔ -ο0”. 





9. Στο τετράγωνο ΑΒΙΓΔ προεκτείνουµε την πλευρά Αβκατά ΒΝ 
ίσο με ΑΒ καιτην πλευρά ΒΙ κατά ΓΤΜ ίσο µε ΑΝ. Κατασκευ- Δ 
άζουµε το παραλληλλόγραμμο ΔΝΕΜ. Να αποδείξετε ότι εἶ- 
ναι τετράγωνο. 


Ε. Το ΞΕΧΟΡΙΣΤΟ 9ΟΕΜΑ 


Στο εσωτερικό τετραγώνου ΑΒΙΛπαίρνουµετο σηµείο Ο ώστε ΟΛΗ - ΟΒΑ -ΞΙδ’. Να 
δειχθεί ὀτιτατρίγώνα ΔΟΙ εἰίναιισόπλευρο. 


ὸ 


ε να Εφαρμογές παραλληλογράμμων 





Α. Απαραίτητες γνώσεις θεωρίας 


Θεώρημα 
Το ευθύγραμμο τµήµα. που ενώνει τα µέσα δύο πλευρών τριγώνου είναι παράλληλο 


προς την τρίτη πλευρά αυτού. και ίσο µετο μισό αυτής. 


Θεώρημα 


Η παράλληλοςπου άγεται απότο μέσον μιαςπλευράςτριγώνου 





προς µια άλλη πλευράτου. περνάει και από το μέσον τηςτρίτης 


πλευράς του τριγώνου. 


Θεώρημα 
Εάν ευθείες παράλληλες ορίζουν ἰσα τμήματα σε µια ευθεία. θα 


ορίζουν ίσα τμήματα καισε κάθε άλλη ευθεία που συναντούν. 





Μια ιδιότητα του ορθογωνίου τριγώνου 
Η διάµεσος που άγεται προς την υποτείνουσα ορθογωνίου 
τριγώνου. είναι ίση µετο μισό αυτής. 


Αν η διάµεσος τριγώνου ισούται µε το μισό της πλευράς 





στην οποία ντιστοιχεί. τότε το τρίγῶώνο είναι ορθογώνιο. 
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Πόρισμα Η κάθετος πλευρά ορ0θ. τριγώνου, που εἴναι απέναντι από γωνία 90’ είναι ἴση µε 
το μισό τής υποτείνουσας. 


ΤΡΑΠΕΖΙΑ 
Ορισμοί 
|) Τραπέζιο λέγεται κάθε τετράπλευροπου έχει µόνοτις δύο 
πλευρές του παράλληλεςπ.χ.το ΑΒΓΛ είναιτραπέζιο. 


1) Διάμεσος τραπεζίου λέγεταιτο ευθ. τμήμα που έχει άκρα 
τα µέσα των µη παραλλήλων πλευρών. π.χ. το ΕΖ. 





Π1) Βάσεις τραπεζίου λέγονται οἱ παράλληλες πλευρέςτου κ’ ῃΠ 
π.χ. οιΑΒ, ΓΔ. 


ἵν) Ύψος τραπεζίου λέγεται η απόσταση τῶν µη παραλλήλων πλευρώντου,π.χ.το ΔΗ. 
ν) Ισοσκελές τραπέζιο, λέγεται το τραπέζιο που έχειτις µη παράλληλες πλευρές του ίσες. 


νι) Ορθογώνιο ή δισορθογώνιο τραπέζιο, λέγεταιτο τραπέζιο που έχει δύο γωνίες ορθές 
π.χτο ΑΒΙ Ἡ. 


Σε κάθε τραπέζιο ισχύουν τα θεωρήματα: 


Θεώρημα 
Η διάµεσος κάθε τραπεζίου είναι παράλληλη προςτιςβάσειςτου καιίση µετο ημιάθροι- 
σµα αυτών. 


Απόδειξη 
Φέρουμε την Αύ που τέμνει την ΔΙ στο Κ. τότε τριγ. 


ΑΒΖΞτρι. ΖΓΚ (7Η-7Γ.7, - 7, ΑΒΖ-- ΖΙΚ). από 


την ισότητα έχουµε ΑΒΕΞΙἘΚ και Αό- έΚ. Στοτρί- 
γῶνο ΑΔΚ η ΕΖ ενώνειτα µέσα των πλευρών ΑΔ. ΑΚ. 
άρα θα είναι παράλληλη προςτην ΔΚ καιίση µετο μισό 


αυτής δηλ. ΕΖ τπτ σσ σσ 





Θεώρημα 

Ίο ευθύγραμμο τµήµα που έχει άκρατα µέσα τῶν διαγῶ- 
νίων ενός τραπεζίου είναι παράλληλο προςτις βάσεις και 
ίσο µετην ημµιδιαφορά τῶν βάσεώντου. 


Απόδειξη 
Φέρνουμε την Β2 που τέμνει την ΙΔ στο Κ. Τότε τριγ. 
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ΑΒΖ-- τρι. ΚΖΓ (ΖΑ ο Ν Ζ, -- Ζ,ιῷ -- ϱ) «Από την ισότητα έχουµε ΚΙ - ΑΒ και 
2ΖΒ- 1. . Στοτρίγωνο ΒΔΕΚ η ΕΖ ενώνειτα µέσα των πλευρών ΒΔ. ΒΚ άρα Ε2/ ΔΙ και 


«ΑΚ. ΔΓ-ΚΓ ΔΓ-ΛΒ 
2 2 2 


Ε 


Στο ισοσκελές τραπέζιο ισχύουν τα επόμενα θεωρήματα: 


Θεώρημα 
Σεκάθε ισοσκελέςτραπέζιο οι προσκείµενεςσεκάθε βάση 
γωνίες είναι ίσες και αντίστροφα. 


Θεώρημα 
Οι διαγώνιες κάθε ισοσκελούςτραπεζίου είναι ίσες και α- 
ντίστροφα. 


Θεώρημα 
Σε κάθε ισοσκελές τραπέζιο το ευθύγραμμο τµήµα που έχει 
άκρα τα µέσα των βάσεών του. είναι κάθετο στις βάσεις. 


Πόρισμα Σε κάθε ισοσκελές τραπέζιο ή ευθεία που περνά από 
τα µέσα των ῥάσεών του, είναι ἀζονας συμμετρίας αυτού. 





Κριτήρια για να είναι ένα τραπέζιο ισοσκελές 


1. Οιπροσκείµενεςσε µία βάση γωνίες είναι ίσες. 
2, Οι διαγώνιέςτου είναι ίσες. 
Β. ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΑΣΚΗΣΕΟΝ 


1. Για να δείόουµε ότι ένα τρίγωνο είναι ορθογώνιο, δείχνουμε ότι : 


Η διάµεσοςτου τριγώνου ισούται µετο µισό της πλευράς στην οποία αντιστοιχεί. 


2. Γ1α να δείζουµε ότι ένα τραπέζιο εἴναι Ισοσκελές , δείχνουμε ότι : 


Οιπροσκείµενες σε κάθε βάση γωνίες είναι ίσες. 
Οι διαγώνιές του είναι ίσες. 
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ΙΓ. ΑΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Άσκηση 1 

Να αποδείξετε ότιτα µέσα τῶν πλευρών τριγώνου και το ίχνος ενός ύψους είναι κοριυ- 
φές ισοσκελούςτραπεζίου. 


Λύση 


Έστω Ε. Ζ. Ητα µέσα των πλευρώντου ΑΒΓ και Δτοίχνοςτου 
ύψους ΑΔ, θα δείξουμε. ότιτο ΔΕΖΗ εἰναιισοσκελέςτραπέζιο. 


Η Ε21 ΒΙ γιατίενώνειτα µέσατων ΑΒ, ΑΙ; άρατο ΕΖΗΔ είναι 


ΑΒ 
τραπέζιο. ΠΖ- 6) γιατί ενώνει τα µέσα των ΑΙ, ΒΙ. Η 





ΔΕ ον (2) γιατί είναι η διάµεσος του ορθογώνιου τριγώνου 


ΑΛΡΒ. Απότις(1]) και(2) έχουµε ΗΖΞ ΔΕ. άρατο ΕΖΗΔ είναιισοσκελέςτραπέζιο. 


Άσκηση 2 
Αν σε ένα τραπέζιο ΑΒΙΛΛη µία απότις µη παράλληλες πλευρές η ΑΔ. είναι ίση µετο 
άθροισµα των βάσεων. και Ε είναι το µέσο της απέναντι πλευράς τηςνα αποδείξετε ότι 


η γωνία ΑΕΑΞΟΘΟ”’, 


Λύση 


Έστω ΑΒΙΛ ένα τραπέζιο στο οποίο είναι ΑΔ - ΑΗ -- ΓΔ(Ι) και 


Ε το µέσο της ΒΙ. θα δείξουμε, ότι ΑΕΔ - 90». Φέρνουμε την 


ΑΗΒ-ΕΓΔ 


διάµεσο ΕΖ του τραπεζίου. τότε Ε7 - (2). Απότις(1). 





(2) έπεται ΕΖΞ ον άρα το τρίγωνο ΑΕΖ είναι ορθογώνιο στο Ε 
δηλ. ΑΕΔ -οῦ». 


Άσκηση 3 

Να αποδείξετε, ότιτο άθροισμα τῶν αποστάσεων των κορυφών ενός παραλληλογράμ- 
µου από µια ευθεία που δεν τέµνειτο παραλληλόγραμμο. είναι ίσο µετην τετραπλάσια 
απόσταση του κέντρουτου παραλληλογράμμου. από την ευθεία. 


Λύση 


; ͵ , ; ; . ΑΑΙ Τ Γ1 
Απότοτραπέζιο ΑΑ.ΤΠΓ επειδήη ΚΚ. είναιδιάµεσος αυτού έχουµε: Κι Ξ ο το 
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ΒΗ, -ΔΔ, 


(2). 
Προσθέτουμε τις (1). (5) και έχουμε: 
ΑΑΙ ΓΒΗ, ΓΤΙ ΓΔΔ, 
2 
4ΚΚΙ/-ΑΑΙ ΓΒΒΙ ΓΤΙ ΓΔΔ,. 


Όμοια από το τραπέζιο ΒΒ.ΔΙΔ έχουµε: ΚΕΙ Ξ 


2ΚΚ. - 


Άσκηση 4 
Στοπαραλληλόγραμμο ΑΒΙΛ τα Μ και Η είναι µέσα τωνπλευ- 
ρών ΒΙ και ΓΔ. Να δειχθεί ότιη διαγώνιος ΒΔ διαρείταισε 
τρία ίσα µέρη απότις ΑΜ. ΑΗ. 


Λύση 


Έστω Κ. Λκαιθ τα σηµείατομήςτης ΒΔαπότις ΑΗ. ΑΜ. ΑΙ. 
αντίστοιχα. Στο ΑΒΙ οι ΑΜ. ΒΘ8 είναι διάµεσοι, οπότε: 


ήν αν ϱλ (1) 

3 3 
Στο ΑΔΙ οι ΑΗ. ΔΘ είναι διάµεσοι, οπότε: 
ΑΚ-2ΛΘ: ΒΑ (2) 


Ι 
Αποζτις(1]) και(2) έχουµε ΚΛΞΔΑΚΞΒΛΞ ο. 


Άσκηση 5 
Δίνεται τρίγωνο ΑΡΙ. Έστω Ατομέσοτης διαμέσου ΑΗ. Αν η ΒΛ 


τέµνειτην ΑΙ στο Ε.να αποδείξετε ότι; ΑΙ - ΞΕΓ 
Λύση 


Φέρνουµε αποτο Η την παράλληλη στην ΒΕ που τέµνειτην ΑΙ. 
στο σηµείο Ι«. Επειδή το Δείναιτο µέσοτης ΑΗ και ΔΕ//ΗΚτο 
Ε είναι το µέσοτης ΑΚ. δηλ. ΑΕ - ΕΙ. Επειδή το Η είναι µέσο 
της ΒΙ και ΗΙς /ΒΕ το Κ είναι το µέσοτης ΕΙ , δηλ. ΕΚΞΚΙ.. 


2 
Άρα ΕΓΞΕΚ4ΚΓΞ2ΙΚΓΞΞΑΓ. 
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Άσκηση 6 

Στο ορθογώνιο τρίγὠνο ΑΡΒΙ είναι Β --30”. Απότο µέσο Οτης 
ΒΙ φέρνουμε την κάθετη στη ΒΙ. που τέµνειτην ΑΒ στο και 
την προέκταση της ΓΑ στο Ι. Φέρνουμε ακόµα στο Α την 
κάθετη στην ΑΟ. που τέµνειτην ΟΚ στο Η. Να αποδείξετε ότι 
το Η είναιτο µέσοτης ΚΑ. 





Λύση 
α | 1 
Επειδή Β-- 20" είναι ΑΙ -- ο Επίσης ΑΟ. - - (διάµε- 


σος ορθ. τριγώνου). Επομένως το τρίγωνο ΑΟΓ είναι ισό- 
πλευρο. 


Τότε Δ, --30’ -» Δ, --6θ' --Δ. --Α. δηλ. ΔΗ-- ΗΔ. 
Όμως ΔΗΞ ΗΙΚ οπότετο Η µέσοτου ΚΔ. 





Άσκηση 7 
Απότο µέσο Μ της βάσης ισοσκελούςτριγώνου ΑΒΙ φέρνουμετις παράλληλες ΜΠ και 
ΜΑΚ προςτιςπλευρές ΑΙ. ΑΒ αντίστοιχα. Να δείξετε ότιτο ΑΙΠΗΝΙΙ« είναι ρόµβΡος. 


Λύση 
Το ΑΚΜΠΙ είναι παραλληλόγραμο .διότι έχει απέναντι πλευρές πα- 


ΑΒ 
ράλληλες. Επειδή ΜΠ- ΑΚ - . και ΜΚ.ΞΑΙΙ- -- έχουµε ΜΠ 


Ξ ΜΙΚ. Ἐπομένωςτο ΑΤΙΜΙΚ είναι ρόµβος αφού έχει δύο διαδοχικές 
πλευρές ίσες. 





Άσκηση ὃ 
Η διχοτόµοςτης γωνίας Βτραπεζίου ΑΒΙΑτέμνειτη διάµεσο κ 
Ι7,στο Ο. Να δειχθεί ότιτο τρίγὠνο ΤΓΟ8Β είναι ορθογώνιο. 





Λύση 
Είναι Β, τες Β, 'αφού η ΒΟ είναι διχοτόµοςτης γωνίας Β και 
Β, -0, «αφού ΚΖ/ΑΒ. 


.... ΡΕ 
Άρα Β,-Ο,.,δηλ. 0ΟΖ-28Β- οἳ Ἆρα η διάµεσος του 





τριγώνου ΤΟΒ είναι ίση µετο μισό της πλευράςπου σηµαί- 


νει ὀτιτο τρίγωνο ΓΟΡΒ είναι ορθογώνιο. 
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Άσκησηθ 
1 
Στην πλευρά ΒΙ τριγώνου ΑΒΙ παίρνουμε το σηµείο Ι ώστε Ρ[Ξ ο. .Φέρνουμε τη 


ΑΡ 
διάµεσο ΒΔ και έστω Θ το µέσοτης. Να δειχθεί ότι 198// - ο. 


Λύση 
Φέρνουμε απο το Δ παράλληλη πρός την ΑΒ που διέρχεται 


] 
απο το µέσο Ζτης ΒΙ.. Τότε 1 - ο. ΞΒΙ. 


ΔΖ 
Επίσης Ι8/- ο (διότι τα Ι. 8 είναι µέσα των ΒΖ, ΒΔ) και 





ΑΒ 
ΔΖ/ Ξ ο (διότιτα Δ. Ζ είναιτα µέσατων ΑΙ, ΒΓ). 


ο 
Ἆρα (ιν ο ον. 
2 2 4 
Β 
Άσκηση 10 
Σε ορθογώνιοτρίγωνοΑΡΒΓ/(Α - 90”) φέρνουµετο ύψος ΑΘ Θ 


και έστω 1 και Μ τα µέσα των ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα. Να | 
δειχθεί ὀτιτρίγῶνο Ι19)Μ είναι ορθογώνιο. 


Λύση Μ Γ 
Στο ορθογώνιο τρίγὠνο ΑΒΘ η Θ1 είναι διάµεσος οπότε 
9Ι -- ο ΞΙΑ. Επομένως 6, -- Α, 
Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΘΙΓ η ΘΜ είναι διάµεσος οπό- 
το ΘΜ--25--ΑΜ Άρα Θ, ΞΑ.. 


Με πρόσθεση κατά µέλη των παραπάνω σχέσεων ,παίρ- 


νουµε: 6,46, «Αι ΓΑ, ή ΙΘΜ --Α --ο0". 





Άσκηση 11 

Απότις κορυφές Ακαι!Γ παραλληλογράµου ΑΒΙ ΛΑ φέρνουμε κάθετεςπροςτη διαγώνιο ΒΑ. 
τις ΑΚκαι ΓΛ αντίστοιχα. Αν Μ. Ντα µέσα των ΑΒ, ΓΛ αντίστοιχα να δείξετε ότιτα1κ.Λ. Μ. 
Ν εείναικορυφές παραλληλογράμμου. 
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Λύση 


Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΚΗ η ΚΜ είναι διάµεσος άρα ΚΜ -- 


αι 


Στο ορθογώνιο τρίγωνο Δ ΛΓ η ΔΝ είναι διάµεσος άρα ΛΝ - ο. .Αφού ΑΒΞ ΔΙ θα είναι 
ΚΜΞΑΛΝ ΄ 
ΒΛΞΒΚΚΛ (19) 
ΔΚΞΔΛΑΦΚΑΛ (2) 


Α 
Κ-Λ-οθ' Αν α-“Ί 
Όμως ΑΒΚΞΛΑΓΙΑΒΞΑΔΓ ν/ 

Β-Α κ 


1 1 Β 
Άρα είναι ΒΚΞΔΑΛ. Τότε από(1).(3) προκύπτειΒΔΞΔΚ 


Έχουμε 


ἦ 
η 
κ 


Είναι ΡΒΜΛΞΔΚ Ν αφούΜΒΞΔΝ/(µισάίσων τμημάτων) 


Β, -- Δ, (εντός εναλλάξ) 
ΒΔΞΔΚ 
ἸότεκαιΜΔΞΚΝ 
Άρατο ΜΛΝΙΕ εἰναιπαραλληλόγραμμο αφού έχειτις απέναντιπλευρέςτου ίσες. 


Β 


Άσκηση 12 π 
Στο ορθογώνιο τρίγὠνο ΑΒΙ φέρνουµετη διάµεσο ΑΙΚ και κ 
το ύψος ΑΕ. Αν Β»Σ Γ.να δειχθεί ότι κΑΕ-Β-ΒΡ. 
Λύσ 
: Α Γ 


Είναι ΚΑΕ- ΕΑΓ-ΚΑΓ-ορ- Γ- Γ-Β-Π. 


Διότι ΚΑΓ-0Γ. αφού η ΑΚ είναι διάµεσοςτου ορθογωνίου 


1 
τριγώνου ΑΒΙ και συνεπώς ισχύει ΑΙ - ο. ΞΚΙ. 





Άσκηση 139 

Στιςπλευρέςτου παραλληλογράμμου ΑΒΙΓΛθεωρούμεταίσατµμήµατα ΑΚΞΒΔΛΞΙΓΝΞΑΝ. 
Δείξτεότιτο ΚΛΜΝ είναι παραλληλόγραμμο. Τιθα πρέπεινα ισχύει ώστε: 

Ι.ΚΛΜΝ ρόµβος 

Π.ΚΛΜΝ τετράγῶνο 
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Λύση 
, , Δ Μ Γ 

ΒίαιΑΝΚΞΜΙΓΛ αφού: 

ΑΚΞΤΜ ν κ 

ΑΝΞΑΔ-ΔΝ 

ΣΑΝΞΙΤΛ 

ΓΔΞΤΕ-ΒΔ 

α ζ Α Β 

ΑΞΙ «ας απέναντι γωνίες παραλληλογράμμου κ 


ΣυνεπώςΝΚΞΜΛ.ΟµοίωςΚΛΞΜΝ. 
Άρα ΚΛΜΠΝ παραλληλόγραμμο αφού έχειτις απέναντιπλευρέςτουίσες. 


..ΤοΚΛΜΠΝ είναι ρόµβος όταντο ΑΒΓΛ είναι ορθογώνιο και 
τας. Δ. Μ. Ν είναιµέσα των πλευρών. 


Τότε ΝΚ/ -- 
2 
Κλή στ». 


Αφού ΔΗΞΑΙτότενΝΚΞΚΛ. 
Επειδήτο ΚΛΜΝ είναιπαραλληλόγραμμµο και έχει δύο δια- 
δοχικές πλευρέτςίσες, είναι ρόµβος. 





Π. Για να είναι τετράγωνο αρκείτο ΑΒΙ Δ να είναι τετράγωνο 


καικ. Λ.Μ., Ντα µέσα των πλευρών. Δ Μ Γ 
Τότε ΝΚ/ΔΒ 
ΚΛ/ΑΓ 
Ν Λ 


Αφού στο τετράγὠνο είναι ΔΒ | ΑΙ θα είναι και 


ΝΕΚ ΙΚΛ.Άρα ΚΞ90' 


Α κ Β 
Άσκηση 14 Α 
Στοτρίγῶωνο ΑΒΙ., είναι Β 2ΙΠ. Φέρνουμετο ύψος ΑΚ και θεωρούμε 
τα µέσα Μ και Ε των ΒΙ και ΑΓ αντίστοιχα. Β 
Να δειχθεί ότι ΚΕΜΞΒ-Τ 
πο πῃ, Γ 


Λύση 


Είναι ΚΕΜ - Μ, -- κ, (αφού η Μ, είναι εξωτερική γωνία στο τρίγωνο ΚΕΜ και Κ, -Τ 
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(αφού η ΚΕ είναι διάµεσος στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΙΙ).Επίσης 
είναι Μ, -Β (αφού ΜΕ/ΑΡΒ). 


Α 


Από τα παραπάνω προκύπτει ΚΕΜΞΒ-Ι. 





Άσκηση 15 

Δίνεταιτραπέζιο ΑΒΙΛ(ΑΒ//ΤΥΔ.ΓΛΣ ΑΒ)του οποίου οι µη παράλληλες πλευρές τέµνο- 
νται στο Ο κάθετα. Αν το Ο καιτα µέσα Ἰὰ. Ατωῶων ΑΒ. ΔΙ είναι συνευθειακά να δείξετε 
ύότιτο ΚΛ είναι ίσο μετο τµήµα που συνδέειτα µέσα των διαγωὠνίων του τραπεζίου. 


Λύση 


Στο ορθογώνιο Ο ΑΒ η ΟΚ είναι διάµεσος. 





Άρα οΚ---τ-- 


Στο ορθογώνιο Ο ΔΓ η ΟΛ είναι διάµεσος. 


Άρα ολ ο 


ΓΔ ΑΒ ΤΔ- ΑΒ 
ΕίναιΚΑδξΞΟΛλ-οΚ---------Ξ------ 


2 . ΄ 
Γνωρίζουμε ότιαν Ε. 2 µέσα των διαγωνίωντότε ΕΖΞ σσ 
ΆραΚλΞΕΖ 
Άσκηση 16 


Δίνεται ορθογώνιο τραπέζιο ΑΒΙΛ(µε ΑΒ//ΓΛ) καιτέτοιο Αι 


ώστε ΔΓἜΞ- 2. ΑΒκαι Β-2Γ. Φέρνουμε ΒΡ | ΔΓ. Να 

αποδειχθεί ότι; 

α. Οι ΒΡ και ΑΙ διχοτομούνται. Δἱ 

β. ΑΡ ! ΡΑ. 

γ.Αν Ο είναιτο µέσοτης ΒΔ και 8 είναιτο µέσοτης ΑΙ. τότε 
ισχύει: 0ΟΘΞΙΔ/4. 
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Λύση 

α. Είναι ΒΑ Γ- 1605 -32ΓΓ-- 180 9 Γ-45.. 
Τότε είναι και Β --135.. Φέρνουμετη ΒΡ | ΔΙ. 
Απότο ορθογώνιο ΑΒΡΔ έχουµεΔΡΞΑΒΕΞΔΙΙ/2, οπότε 
το Ρ είναι µέσοτης ΔΙ. Άρατο ΑΒΓΡ είναι παραλληλό- 
γραμµο και συνεπώς οι διαγώνιές του ΒΡ.ΑΙ διχοτο- 


μούνται. 
β. Στοτρίγὠνο ΔΒΙ η διάµεσος ΒΡ είναι και ύψος, οπότε το τρίγωνο είναι ισοσκελές. Επειδή 


Δι -Γ--455 είναι ΔΗΓ -- 90’. Τότε ΒΡ--ΔΓ/2--ΔΡ. Επομένωςτο ορθογώνιο ΒΡΔΑ είναι 





τετράγωνο. που σηµαίνει ότι οι διαγώνιές του τέμνονται κάθετα, δηλαδή ΑΡ | ΒΔ. 
γ. Στο τρίγωνο ΑΡΙ η 08 ενώνειτα µέσα των πλευρών ΑΡ και ΑΙ. οπότε ισχύει: 


οδ πρ 
322 4 


Άσκηση 17 
Σεπαραλληλόγραμμο ΑΒΙΛΑ είναι Α- 60’ καιΑΚ διχοτόµοςτης Α όπουκ σηµείο 


της ΒΓ. Αν Λµέσοτης ΑΚ να δείξετε ότιη ΒΛ διχοτοµείτη Β καινα εκφράσετετη 
ΒΛ συναρτήσειτου ΑΒ. 


Αέ 
ύση . 


΄ 
Είναι Α, - Α, -- 30" ο... ’ 

. Συνεπώς Αι-Κ 
και Α. -- Κ, (εντός εναλλάξ) 


Δηλαδήτοτρίγωνο Α ΒΚ είναι ισοσκελές και η ΒΛ είναι διά- 
µεσος άρα διχοτόµος και ύψος. 


-. ΛΒ 
Στο ορθογώνιοτρίγωνο ΑΛΑΒ είναι; Αι-20 «»ΒΔ- ο 


Άσκηση 1δ 
Σεορθογώνιοτραπέζιο ΑΒΓΛ(ΑΒ//ΓΛ)είναιΑΛΞΑΒ ΓΛΙ. Ενώνουµετο µέσο Κτηςβ/[ 
µετις κορυφές Α και Δ. Να δείξετε ότιοι ΑΙΚ και ΚΑ είναι διχοτόµμοιτῶν γωνιών ΑκαιΔ. 


Λύση 
Φέρνουµετην ΚΘ παράλληλη στην ΑΒ. 


Είναι ΚΘ/ - --- - - Δηλαδή ΚΘ-ΘΔ-ΘΑ. 
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Ἆρα 17 κ, και Κ, Ξδ(ΘΚ/ΔΓ). Επομένως ῇ - δ .Ὁμοίως 


ἂ-Κ. και Κ,Ξβ (ΘΚ//ΑΒ), οπότε ἂ-β. 





Άσκηση 19 


Δίνεται ορθογώνιο τραπέζιο ΑΒΙΓΛ ( ΑΞΛΑ- 90") με Β- 60), Αν είναιΒΓ«-ΛΓἜ- 8να 
βρεθεί το µήκοςτης διαμέσου του τραπεζίου. 


Λύση 


Φέρνουμετο ύψοςΓΕ τουτραπεζίου. Στο ορθογώνιοτρίγῶνο Δ 
ΓΕΒ είναι Τ; --ο0’ --Βἢ--ο0” --6ο’ --305. 
Ἆρα ΕΒΞ -- -- ν - 4 
.. 

Είναι ΑΒΞ ΑΕ ΓΕΒΞΔΙΕΒΞ-Σδ4-Ι2 
Τότε, αν Κ. Λ µέσα των µη παραλλήλων πλευρών θα είναι: 
ΑΒ{ΔΙ 1215 20. 

2 . . 








ΚΛ - 10 


Άσκηση 20 
Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΡΒΙ΄ (Α Ξ 909) με Β - 309. Αν Ε., Ζ είναιτα µέσατων ΑΒ 
και ΑΓ, να αποδείξετεότι ΕΖΞ ΑΙ. 

Λύση 

Στο ΑΒΙ αφού είναι Β- 305 ισχύει ΑΓ - - 


Στο ΑΒΙ αφού Ε, Ζ µέσα ΑΒ, ΑΙ ισχύει ΕΖ- - 


Άρα ΕΖΞΑΙ.. 
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Άσκηση 21 

Δίνεται ορθογώνιο ΑΒΙΛ. Πάνω στις ΑΒ.ΛΙ αντίστοιχα. θεωρούμε σηµεία Ε.. Ζ τέτοια 
ὥστεβΑΕΞξ][ 2. Αν Κ. Λ µέσα των ΔΕ. Β7, αντίστοιχα. να δείξετε ότιτο ΑΙΚΓΛ είναι 
παραλληλόγραμμο και ότιοιΚΛ. ΑΙ, ΔΒ συντρέχουν. 


Λύση 
Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΕ η ΑΚ είναι διάµεσος που αντι- 


ΔΕ 
στοιχεί στην υποτείνουσατου. Άρα ΑΚ - σ. (1) .Όμοια στο 


ορθογώνιο τρίγωνο ΓΒΖ η ΤΑ είναι διάµεσος που αντιστοιχεί 


στην υποτείνουσαάρα ΓΛ -- 5 (2) .ΌμωςΖΒΞΔΕ (3) αφού 





Δ Δ 
ΑΔΕ-ΞΓΒ 2 (είναι ορθογώνια και έχουν ΑΔ-ΞΒΓ ὠςαπένα- 
ντιπλευρές ορθογωνίου και ΑΕΞΓΖ απὀ υπόθεση). 
Από(1]).(2).(3) συμπεραίνουμε ότιΑΚΞΙΛ. 


Επίσης ΑΛΒ Ξ Ἅ ΚΓ αφού: 

ΔΙ Ξ ΑΒ ως απέναντιπλευρές ορθογωνίου 

ΔΚΞΛΒ ὠςμισάτων ἰσων τμημάτων ΔΕ, Β/΄ 

Β, τς Δ, ὡς απέναντι γωνίεςτου παραλληλογράμμου ΔΕΒΖ 
ΣυνεπώςκΚΓΞΑΛ. Άρατο ΑΚΙΛ είναιπαραλληλόγραμμο αφού έχειτις απέναντιπλευρές του 
ίσες. 
Το ΔΕΒΖ είναι παραλληλόγραμμο αφού ΔΕΞΒΖΚαιΔΖΞΕΒ αφού 
ΔΖΞΔΙ --2Ι καιΕΡΒΞΑΒ- ΑΕ 
Οι ΑΙ; ΚΛ είναι διαγώνιοιτου παραλληλογράμμου ΑΚΓΙΓΆΛ άρα διχοτομούνται. 
Όμωςη ΑΓ διαγώνιοςκαιτου ΑΒΓΑ. Άρα διχοτοµείται µετην ΔΒ. Επομένωςοι ΑΙ. ΚΛ. ΔΕ 
συντρέχουν στο Οτοκέντροτου ΑΒΙΔ. 


Άσκηση 22 


Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΙ. (Α --οϱ9) µε Β -- 309 καιΔ,Ε τα µέσατων ΑΒ καιΒΓ 
αντίστοιχα. Προεκτείνουµετην Ελ κατά τµήµα ΔΖ--ΕΔ. Να αποδείξετεότιτο ΑΓΕΖ, 
είναι ρόµβος. 


Λύση 


Έχουμε Δ, Ε µέσα ΑΒ, ΒΙ, άρα ΔΕ |: -- οπότε είναι 
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2Ε ΕΙ ΛΑΕ ΑΓ. 
Επομένως το ΑΓΕΖ είναι παραλληλόγραμμο. Αλλά Ὦ--λ0., 


ΡΕ 
οπότε ΑΙ - -- Ξ ΕΙ ,δηλ.το ΑΓΕΖ είναι ρόµβος. 





Άσκηση 239 


Δίνεταιτρίγῶωνο ΑΒΙ µε Γ -45.. Φέρουμετα ύψη ΑλκαιβΒΒΕ. Αν Μ είναιτο µέσοτης ΑΒ 
να δείξετε ότιτοτρίγῶὠνο ΔΜΕ είναι ισοσκελές και ορθογώνιο. 


Λύση 
Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΔ, Μ µέσο της υποτείνουσας άρα 
ΑΙ Ὁ 
. 
Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΕ., Μ µέσο της υποτείνουσας άρα 


ΑΒ 
ΕΜ... 





Από (1).(3) έχουµε ΔΜΞ ΕΜ δηλαδή το τρίγὠνο ΔΜΕ είναι 
ισοσκελές. 


Για να είναιη Μ-- 90 αρκεί Μι --Μ, --90 
Στοισοσκελέςτρίγῶωνο ΑΜΕ(ΑΜΞΜΕ) είναι: 

Μ, --Α-Ε, --Ι80’ «9 Μ, -Ι80’--2Α αφού Δ-Ε, 
Στοισοσκελέςτρίγωνο ΒΜΔ/(ΜΕΞΜΔ) είναι: 

Μ. --Β--Δ, -Ι80’«Μ, --Ι50--2Β αφού Β - Δ, 
Τότε: 

Μ, -«Μ. --Ι80’--2Α3180’ --28Β --360 --2(Α--Β) 
Όμως ΑΒ: Ι80’--Γ--180:--45 --135΄ 

Άρα Μ, ««Μ. - 360’ --2.135' -90’. 


Άσκηση 24 
Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε ἢ --309 η κάθετος στο µέσο Μ της υποτείνουσας ΒΓ 
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τέµμνειτην πλευρα ΑΒ στο Δ. Να αποδείξετε ότι: 
ἱ. ΜΑΞΑΑ Π. ΜΑ-ο- 
Λύση 
Ι. Έχουμε ΜΔΓ Ξ- ΓΑΛ , διότι 
Ἡ ΞΑ-Ξ-00”, ΔΙ κοινή, ΑΙ -- . Ξ Μι] 


Άρα ΜΔ-ΑΔ. 





ΔΒ 
Π, Στο τρίγ. ΜΔΗΒ(Μ Ξ905, Β-Ξ 205): ΜΔ- ο ΔΕ-2ΜΔ. 


Αλλά ΑΔΑΞΜΔ., οπότεείναι: ΔΒΕ-ΑΔ-23ΜΔ «5» ΜΔ - ο 


Άσκηση 25 
Δίνεταιτραπέζιο ΑΒΙΛ όπου ΔΙ //ΑΒ και ΔΙ Ξ4ΑΡβΒ. 





ΑΕ 
ἱ. Να δείξετε ότι 4 -- όπου ΖΗ η διάµεσος. 


Π. Αν ἸΚ.Λ.Μ σηµεία της ΔΙ τέτοια ώστεδκξκλξλΑΛΜΤΞΜΠΙ. να δείξετεότι ΑΒΚΛ. 
ΑΒΙ Μ παραλληλόγραμμα. 


ΑΕ 
ΠΙ. Αν η διάµεσος του τραπεζίου τέµνειτις ΒΙ«. ΑΜ στα Θ. Τνα δείξετε ότι Οἱ - -- 


Λύση 


ΑΒΙΑΓ ΑΒΙ4ΛΒ 5ΑΒ 
2 2 2 


1. Είναι 2Η - 


Π. Είναι ΔΚ - 1ΑΓ Ξ ΑΒ καιαφού ΑΒ/ΔΚ θα είναιτο ΑΒΚΛ 
παραλληλόγραμμο. 
Ι 
Είναι ΜΙ - το Ξ ΑΒ και αφού ΑΒ//ΜΙ θα εἶναι το 


ΑΒΙΓΜ παραλληλόγραμμο. 
ΠΙ. Αφού ΖΗ διάμεσοςτότεκαιΘ Ττα µέσατων ΒΚ. ΑΜ. 
ΆρακαιΖθΘ/ΞΑΒ.ΙΗ/ΞΑΒ. 


5δΑΒ ΑΒ 
Οπότεθ!-ΖΗ-29θ-Ηττο ΑΡ ΑΡΤ... 
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Άσκηση 26 

Δίνεται ορθογώνιο ΑΒΙΓΛΑΛµΕΑΒΞ4άΡΙ. Θεωρούμε σημεία Ε. 7 επίτης ΑΒ τέτοια ώστε 
ΑΕΞΖΒΕΞΡΙ. 

1. Να δείξετε ότιτο ΔΕΖΙ εἰναιισοσκελές τραπέζιο. 

Π. Να βρεθείη διάµεσόςτου ΚΛ συναρτήσειτηςΒ![. 


Λύση 


Ι. Είναι ΑΒ/ΔΓ άρακαιΕΖ/ΔΙ. Δηλαδήτο ΔΕΖΙ είναιτρα- 
πέζιο. Για να είναι ισοσκελέςτραπέζιο αρκεί ΔΕΞΖΤΙ. 


Είναι ΑΔΕ Ξ ΒΖΓ αφού είναι ορθογώνια και έχουν 
ΑΔΞΒΙ καιΑΕΞΖΒ. 
ΣυνεπώςδΔΕΞ2ΖΙ. 





Β ΔΙ ΕΖ 
Π. Αν ΚΛ η διάμεσοςτουτραπεζίου. τότε ΚΔΝ-Ξ το τε σσ 
ΌμωςδΔΙΞΑΗΞΔΑΡΙ 
καιΕΖΞΑΒ-ΑΕ-2ΖΒΞΔΑΡΙ- ΒΙ-ΒΙΞ2ΒΙ. 


Άρα Κλσοσ-τσσ-3βΓ. 


Άσκηση 27 
Δίνεται ορθογώνιο τρίγὠνο ΑΒΙ και Μ µέσο της υποτείνουσας. Αν ΜΕ, ΜΔ οι αποστά- 
σειςτου Μ απότις ΑΒ. ΑΙ αντίστοιχα να δείξετε ότιτο ΜΕ.ΑΛ είναι ορθογώνιο. 


Λύση 


1οςτρόύπος 


Στο τετράπλευρο ΜΕΑΔ έχουµετρεις ορθές γωνίες Ε-Α-Δ-ο90". Άρα το ΜΕΑΔ είναι 
ορθογώνιο. 


2οςτρόπος 

ΒΓ /ΙΑΜΞΒΜ 
ΔΜ”- ΑΜ -- ΜΓ αφού ΑΜ διάµεσος που αντιστοι- 
χεί στην υποτείνουσα. Α 
Στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΜΒ το ύψος θα είναι και διάµε- 

ΑΓ Ε Δ 

σος οπότε ΜΕ /- ο «.ΜΕΙ/ΞΑΔ 
Τότε ΜΕΑΔ παραλληλόγραμμο και αφού έχει γωνία ορθή - Μ . 


θα είναι ορθογώνιο. 
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Άσκηση 25δ 

Σεισοσκελέςτρίγωνο ΑΒΙ (ΑΒΞΑΙ). ΘτοβαρύκεντρότουκαιΔ. Ζ,. Ε µέσατῶν ΒΙ. ΑΒ 
και ΑΓ αντίστοιχα. 

|. Να δείξετε ότι ΑΖΔΕ ρόµβΡος. 

Π. Αν Λτο µέσοτης ΑΘ. να δείξετε ότι ΛΖΘΕ ρόµρος. 


Λύση 
Α 
|. Στο τρίγωνο ΑΕΙ. 
Ζ΄ µέσο ΑΒ ΑΓ 
. άρα ΖΔ/ -----»7Δ/ - ΑΕ 
Δ µέσο ΒΙ 2 2 Ε 
Συνεπώςτο ΑΖΔΕ είναι παραλληλόγραμμο. ν ώ 
Όμως ΑΖΞ ΑΕ ως μισά ίσων τμημάτων. αλ 
Άρα ΑΖΞΖΔΞΔΕΞΕΑ. Δηλαδή ΑΖΔΕ ρόµβος. Β Ε 
Δ 
Λ µέσο ΑΘ 9Γ 
Ἡ ί ΦΛΕ/Ξ---- 
Π. Στο τρίγὠνο ΑΘΙ. Ε µέσο τη 2 
2 
2 οὗ ο Ἡ 
Είναι 9 - ο. (ιδιότητα βαρύκεντρου) Άρα ΛΕΞ ο- Ξ- πα . πο 


1 
Όμως 0 το 
Άρα ΛΕ/ΞΘΖ δηλαδήτο ΔΖΘΕ είναι παραλληλόγραμμο. 


1 
Επιπλέον 790 - τ7 και 6Ε - ο καιαφού ΓΖΞΒΕ (Ως διάµεσοιπου αντιστοιχούν 


στις ίσες πλευρές) θα είναικαιΖΘΞΘΕ. Άρα ΛΖΘΕ ρόμβος (παραλληλόγραμμο µε δύο 
διαδοχικές πλευρέςτου ίσες). 


Άσκηση 20 
Τραπεζίου ΑΒΙΛΟιΙ µη παράλληλες πλευρές τέμνονται στο Ο. Αν ΚΚ. Μ µέσα τῶν διαγῶ- 


νίων και Ε,. Ζ µέσα των βάσεων.να δείξετεόύτι ΚΕΜΞΙΚ/ΝΞΟ. 


Λύση 


, Γ µέσο ΑΗ | ΑΔ | 
Στοτρίγωνο ΑΒΔ: , άρα ΚΕ//Ξ ----. συνεπώς ΚΕ/0Δ. 
Κ µέσο ΔΗ 2 
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Στοτρίγὠωνο ΑΒΙ: ο 
Ε µέσο ΑΒ 
ή άρα ΕΜ/ - - (1), συνεπώς ΕΜ/ΒΓ. 

Μ µέσο ΑΙ᾿ 2 . Β 
... τν, 

Οι γωνίες Ο, ΚΕΜ έχουν πλευρές παράλληλες άρα κ 

ὁ-- ΚΕΜ (αφού είναι και οι δύο οξείες). ην Ἆνι 

κ ΔΒ { 4 : 
μέσο ' ΒΓ 
άρα ΚΖ/----- (2). 
Στοτρίγὠωνο ΔΕ. Ζ µέσο . Ρ 2 


Από (1).(2)ισχύει ΚΖ//Ξ ΕΜ. άρα ΚΕΜΖ παραλληλόγραμμο. 
οπότε ΚΖΜΞ ΚΕΜ -ὀ. 


Άσκηση 20 


Σεορθογώνιοτρίγῶνο ΑΒΙ (Α Ξ ου” ) είναι Ζ΄, Ε µέσα των ΑΒ. ΑΙ αντίστοιχα, ΑΛ ύψος 
και Η µέσο 7ΖΕ.. Να δείξετε ότι; 


ΙΛΗ 
4 


π. Η περίμετροςτου τριγώνου Ε.ΔΖ, είναι ίση µετο μισό τηςπεριµέτρουτου ΑΡΙ. 


Λύση 


, 6 µέσο ΑΒ ΡΓ 
|. Στο τρίγωνο ΑΒΙ. , άρα 2Ε -- ---- 
Ἡ µέσο ΑΙ. ΄ 


Γι 


Α 
Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΡΒ. το Ζ είναι µέσο της υπο- 7 {νο 
τείνουσας άρα ΔΖΞ ο ΑΖ /ν 


Β Δ 


Άρα το τρίγωνο ΔΖΑ είναιισοσκελές µε Δι -- Α, 


Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΙ. το Ε είναι µέσο τῆς υπο- 


ΑΙ 
τείνουσας άρα ΔΕ - ο Ξ ΑΕ 


Α 


Άρα τοτρίγωνο ΔΕΑ είναι ισοσκελές µε Δ. ΞΑ 


2 
Οπότε ΖΔΕ - Δι ΚΔ, -- Α, ΚΑ, Ξ-Α-- 90 
Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΖΔΕ το ἩΒ είναι µέσο της υποτείνουσας 2ΖΕ 
ΡΓ 
Απο ας τς 
΄ . 4 
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ΑΒ ΕΒΙ ΑΙ ΑΒ-ΓΡΓ-ΓΑΙ 
Π. Η περίμετροςτου τριγώνου ΔΖΕ είναι: ΔόΓ2Ε ΓΕΔ - ο Ἕ υπ Ἔ στο ο 


Άσκηση 51 

Σεορθογώνιοτρίγῶὠνο ΑΒΙ η υποτείνουσα ΒΙ είναι η διπλάσια απότην ΑΒ. Προβάλοι- 
µετο Α στην εσωτερική και εξωτερική διχοτόµο της Β. Αν Ζ, Δοι προβολές αντίστοιχα. 
να δείξετε ότι: 

Ι.ΔΖ/Η/ΡΙ 

π. Ζ,µέσοτης ΑΗ και Η µέσοτης ΒΙ (όπου Η το σηµείο στο οποίο η ΑΖ,τέμνειτη ΒΙ) 
Π. Να βρεθούν οι γώωνίεςτων τριγώνων ΑΒΗ και ΑΗΙΠ.. 


Λύση 


ἱ. Το ΔΒΖΑ έχειτρείς ορθές γωνίες: Ζ--Δ-- Β -- ο" 
(Είναι Β --90’ αφού οι διχοτόµοι δύο εφεξής και παρα- 
πληρωματικών γωνιών σχηματίζουν ορθή γωνία). 
Άρα ΔΒΖΑ ορθογώνιο, οπότε Β, --Ζ, (1) αφού0Β- 07. 


(οι διαγώνιοι του ορθογωνίου είναι ίσες) 





Όμως Β. -- Β, (2) άφου Βχ εσωτερική διχοτόµοςτης Β. 
Από (1). (2) προκύπτει ότι Β, - Ζ, . Τότε ΒΓ/ΔΖ αφού 
τεμνόμενες από τη ΒΧ σχηματίζουν τις εντός εναλλάξ γωνίες ίσες. 
Π. Στο τρίγωνο ΑΒΗ η ΒΖ είναι διχοτόµος( Β, - Β. ). αλλά και ύψος(αφού Β2 | ΑΗ) 
Άρα είναιισοσκελέςκαιΖ µέσοτης ΑΗ. 


ΒΓ 


Ἅῃρι-- 
Αφού τοτρίγὠνο ΑΒΗ εἰναιισοσκελέςθα είναι ΑΒΞ ΒΗ « - Ξ ΒΗ. 
Άρα Η µέσοτης ΒΙ. 

ΡΙ. 


11. ββτ-ς 9530’ 
Άρα στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι Β -- ο” --Γ-- 6ῦ’ 
Οπότε αφού το τρίγωνο ΑΒΗ είναιισοσκελές θα ισχύει: 


α 150’ --60’ 
1 ΞΗι πρι 
΄ 


ο) 


6" 


) 
! 


:Ξ90:--Α, --οῦ” --6θ᾽ -- 30’ 
180: --Ἡ, --Ι80--60: --120’ 


συ 
ῃ 


2 
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Άσκηση 22 
Εξωτερικάτου ρόµβου ΑΒΙΑ κατασκευάζουμετετράγωναλΕΖκαιΒΙΙΚΛ. Να δείξετε 
ότιτο Κ2ΔΒ εἰναιισοσκελέςτραπέζιο. 


Λύση 


Για να είναι τραπέζιο αρκεί ΒΔ//Κ7Ζ. 
Αν ΑΗΓ - φ και ΒΓΔΞω τότε ΔΗΙ -- ς αφού ΒΔ ὃδιχο- 


τόµος της ΑΡΒΓ. 
Είναι Β, - κ, -45δ αφού ΒΚ διαγώνιος του τετραγώνου 
ΒΓΚΛ. 


Είναι ΚΓΖ--360’ --90’--ο0”--ω- 180”--α 
ΣτοισοσκελέςτρίγῶωνοΚ7: 





 .. 160’--ΚΓΖ 180’ --(180”--0) 180-180” τω 
΄ 2 . 2 2 


2 
Άρα ΚΒΔΙΓΒΕΖ-- 45. κάδε- «ο ας «ορ 
2 2 ο 2 


Όμως στορόμβο ΑΒΙΛ είναι φ--ῶΞ 150’ 


Άρα ΚΒΔ-ΗΚΖ -ου' ΕπΤΞΊ80 


Αφού οι ΒΔ. Κ7 τεμνόμενες απὀ την ΒΚ σχηματίζουν τις εντός και επί τα αυτά γωνίες 
παραπληρωματικές, τότε ΒΔ//ΚΖ, δηλαδή ΚΖΔΒ τραπέζιο. 
Είναι ισοσκελές αφού ΒΚ Ξ ΔΖ Ως διαγώνιες των {ίσων τετραγώνων. 


Άσκηση 35 
Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΡΒΙ και εξωτερικά του τριγώνου κατασκευάζουµετετρά- 
γῶνο ΑΙ ἸλΛκαι ΑΒΛΕ. 


Δ 
.. Να βρεθούν οι γώωνίεςτουτριγώνου ΑΕΛ 
Π. Να δείξετε ότιτο ΒΓΛΕ είναι ισοσκελές τραπέζιο. 


Λύση 


ἰ. Είναι Α, -360:--Α. --Α. --Α, - 360’ --ο0’ --60’ --ο0” -- 120’ 
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Δ 
Ίο τρίΊγὠνο ΑΕΛ είναι ισοσκελές αφού ΔΑΗΞ ΑΛ Ως Β Λ 
πλευρές των ίσων τετραγώνων ΑΙ ΚΛ και ΑΒΔΕ. .. ὅ 
Άρα Ει ΕΛΙΑ ΞΙ50 «928, «120 ΞΙ50ῦ«» . ἶ . 
ο ο ο ο Γ 60" ο 
28 Ξ150” --120- όσο «Ε, - ; Ξ30 Β Γ 


Άρα Α, Ξ1205, Ε, --305, Δ, - 30" 
Η. Είναι ΕΒΓ --Β, --Β, - 45 -«60’ --105" 
(8, -45' αφού η ΒΕ διχοτόµοςτης ΔΒΑ --οῦ" 


ο Δ 
Β, - 60) ὠςγωνίατουισόπλευρου ΑΒΓ) 
Είναι ΒΕΛ -Ε, -Ε, --45. 30’ --75. 
Ε, -45 αφού η ΒΕ διχοτόµος της ΔΕΑ --οῦ” 
Οιγωνίες ΕΒΓ, ΒΕΛ είναι παραπληρωματικές αφού 
ΕΒΓ.ΕΒΕΛ -Ι105: «75 --180" 
Άρα ΕΛ/ΒΙ αφού τέμνονται από την ΕΒ και σχηματίζουν τις εντός και επίτ᾽ αυτά γωνίες 
παραπληρωματικές. 


Τότε ΒΕΔΛΙΓ τραπέζιο και μάλιστα ισοσκελές αφού ΒΕ Ξ ΤΛ ως διαγώνιες των ίσων 
τετραγώνων ΑΓ Λκαι ΑΒΔΕ. 


Άσκηση 24 
Στα µέσα. Ατῶων πλευρών ΑΙ και ΑΒτριγώνου ΑΒΙ φέρνουμε Κ6 | ΑΓ και ΛΙ | ΑΒ 


ώστε κο---- και Λιστ. 


Αν Λμέσοτης ΒΙ να δείξετε ότι ΙΘΛ ορθογώνιο και ισοσκελές. 


Λύση 
Δ.. Λ µέσο ΑΒ 
Στο ΑΒΓ Ἀραλλῆς- “εδ 
Δ µέσο ΒΙ᾿ 2 
Κ µέσο ΑΙ. ΑΒ 
ώ Άρα ΚΑ/-----ΛΙ 
Δ µέσο ΒΙ’ 2 





Είναι ΙΛΔ.-- ου» ΕΛ, Όμως Λι --Α ὡς εντός, εκτός και 
επίτ᾽αυτά των παραλλήλων ΑΔ, ΑΙ που τέμνονται από την 


ΑΒ. Άρα ΙΑΔΞΟΘΟ ΚΑ (1) 
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Είναι ΘΚΔ -- 90» - κ, Όμως κ, Ξ-Α ως εντός, εκτός και επίτ᾽αυτά των παραλλήλων ΚΔ. 
ΑΒ που τέμνονται από την ΑΓ. Άρα ΘΚΔ --οῦ» -κΑ (2) 
Από (1). (Ό)θα έχουµε ΙΛΔ:Ξ ΘΚΔ 


Δ Δ α « 

Συγκρίνουμετατρίγῶνα ΤΛΔ και ΚΔΘ. Αυτά έχουν ΛΙΞΚΔ. ΔΔΞΚΘ, ΙΛΔΞ ΘΚΛΔ 

Δ Δ Δ 
Άρα ΙΑΔΞΚΔΟ (Π-Γ-Τ1Τ).ΕπομένωςΙΔΞΘΔ, δηλαδή Ι1Δ6 ισοσκελές. 

Δ ἃ . κ ο. αἃ 
Στο ΔΚθΘ: ΔΙ ΓΘΚΛΔ-{ΓΘ, -Ιδ0«2Δι 900”, --θι-150” 

α Ἀ αλ Κι-Α α α αλ 

δΔιΓΚ,θ-ο0ῦ δι Α-Θ, -ου" (3) 
Όμως ΑΞΛΑΚ ως απέναντι γωνίες του παραλληλογράμμου ΑΛΔΑΚ 


ΑΒ 
ὰκ /5 ο ΦΔΑΚ/Ξ λλ] και 6, ΞΔ, από την ισότητα των τριγώνων ΙλΔ και Κά 9. 
α « α Δ 
Άρα:(9) «δι ΓΛΔΚ/Δ,Ξ90” «ΙΔ0Θ-ο90" 
Άσκηση 14 
Δίνεται ισοσκελέςτραπέζιο ΑΒΙΓΛ/(ΑΒ//ΤΓΛ)καιΕ. 7. Η. ΘταμµέσαβΑΡΒ.ΓΛ.ΒλκαιβΙ 
αντίστοιχα. Να δειχθείότι: Ε2 | Πο. 


Λύση 


Για να δείξουµε ότι Ε2 | ΠΘ αρκεί να δείξουμε ότι το ΕΘΖΗ είναι ρόµβος, δηλαδή 
ΕΗΞ//Θ27 και ΕΗ - ΕΘ. Στοτρίγωνο ΑΒδΔτα Εξ. Η είναι µέσα των ΑΒ και ΒΔ αντίστοι- 


χα. οπότε ΕΗΞ '. (). 


Ομοίως στοτρίγὠνο ΑΓΔ έχουµε Θ7- Ἱ. -- 8 0). 


Από(1]) και(2) έχουµεότι ΕΗΞ //Θ7. δηλαδήτο ΕΘΖΗ 
είναι παραλληλόγραμμο. Στο τρίγωνο ΑΒΙ τα Ε. 8 είναι 


µέσα των ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα. οπότε ΕΘ8 - ή --- ἱ ϱ. 





Όμως, τοτραπέζιο εἰναιισοσκελές, οπότε ΑΔΞΒΓ (4). 
Απόγις (1). (3) και(8) έχουµε: ΕΗΞΓΟΘΟ. 
Άρατο ΕΘΖΗ εἰναιρόµβοςκαι Ε2 ! ΗΠΘ. 
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ΠΗΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ 


1. Στοτρίγωνο ΑΒΙ µε ΑΓ 2 ΑΒ φέρνουμετη διχοτόµο 


Αχ της γωνίας Α και την ΒΔ κάθετη στην Αχ.Αν η ΒΔ 
τέμνει την ΑΙ στο Κ και Η είναι το µέσο της ΒΙ., να 
δείξετε ὀτιισχύουν : 


ΑΓ-ΑΒ ΣΕΠ 
2 2 





α. ΔΗ - 


Α 


« Α 
γ. ασε ως : 


2. Σετρίγωνο ΑΒΙ τέτοιο ώστε Γ-- 30’ και Α - 135" .φέρ- 


νουµετην κάθετη στην ΑΒ στο σηµείο Α. που τέµνειτη -“δ.. -- 


ΒΙ στο σηµείο Η. Να δειχθεί ότι η ΑΙ είναι ίση µε το 


µισό της ΒΗ. . ο ο - 
Δ π 
3. Θεωρούμε παρ/μο ΑΒΙΔΜΕΑΒΞΖ'ΒΙ. Αν Κ είναιτο 
µέσοτης ΑΒ. να δειχθεί ὀτιτο τρίγωνο ΔΚΙ είναι ορθο- 
γώνιο στο Κ. 
Α Β 
κ 


4. Δίνεταιτραπέζιο ΑΒΙΔΜΕ ΑΒ//1 Ἀκαιτέτοιο ώστε ΑΔΒΞΖΤΔ. 
Να δειχθεί ότι οι διαγώνιοι ΒΔ και ΑΓ τριχοτομούν τη διά- 
µεσο ΚΖ του τραπεζίου, δηλ. ΚΗΞΗΟΞΟΖ. 





5. Απότην κορυφή Β τριγώνου ΑΒΙ., φέρνουμε ευθεία κάθε- 
τη στην εξωτερική διχοτόµο της Α. που τέμνει τη διχοτό- 
μο στο 8 καιτην προέκταση της ΤΑ στο |. Αν είναι Μ το 
µέσο της ΒΙ. να δειχθεί ότι: 

ΑΒ ΑΙ 


α. ΤΙ ΑΓ ΑΒ β.ΘΜ----- 





ο [1 


η. ΒΘΜ - 
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ξἒι Α [ 
6. Θεωρούμε τις παράλληλες ευθείες ει Και ε,.Από ένα 
σηµείο Α της ει φέρνουμετην ΑΙ κάθετη στην ε,καιτην 
ΑΒ πλάγια. Αν η ευθεία ΒΕ τέµνειτην ει στο 1 έτσι ώστε 
ΕΙ:-:2:ΑΒ, να δειχθεί ότι ΑΒΓ-Ξ 2ΕΗΓ. 
5 Γ ὃ 
- 
Α Β 


7. Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΙ είναι Β-15ο, Φέρνου- 
µετο ύψος ΑΙΚ. Να δειχθείη ισοδυναμία 


β τισ ακ---- 


Α 
δ. Σετρίγὠνο ΑΒΙ είναι Β-2Γ.Η παράλληλη στη διχοτό- 
µο της γωνίας Β απότο µέσο Ρτης ΑΙ. τέµνειτη ΒΙ ή την 
προέκτασή τῆς στο σηµείο Κ. Να δειχθεί ότι το τρίγῶνο | 
ΑΙΤΓ είναι ορθογώνιο. 
Β 
ζ 1. 


Γ 
9. Στοτραπέζιο ΑΒΓΛ είναι ΑΞΑΔΓ- 905 καιΒΓ--2:ΛΓ.Αν Κτο 
µέσο της ΒΙ να δειχθεί ότι ΑΚΓ:Ξ 2ΚΑΒ. Κ 
ΛΑ Β 


10. Στο ισοσκελές τραπέζιο ΑΒΓΔ οι µη παράλληλες πλευ- 
ρές ΑΔκαιΒ/Γ είναιίσες µετη µικρή βάση καιη διαγάώ- 
γιος ΑΙ µετη µεγάλη βάση ΑΒ. Να βρεθούν οι γωνίες 


του τραπεζίου. 
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55. 
Ε. Το ΞΕΧΟΡΙΣΤΟ 9ΟΕΜΑ 


Σε τετράπλευρο ΑΒΓΑ φέρνουμε τις κάθετες ΑΕ.ΒΖ, απο τις τρείς κορυφές 
στην πλευρά ΓΔ και την κάθετη ΟΟ΄ απο το κέντρο Ο του τετραπλεύρου που 


ορίζουν τα µέσα τῶν πλευρών του ΑΒΙΛ πρός την ΓΔ (το Ο ανήκει στην ΓΑ). 
Να δείξετε ότι ΑΕ - Β7Ξ 4 Ο0’. 











Εγγεγραμμένα και 


εγγράψιµα 
τετράπλευρα 





6 Κεφάλαιο 





Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ Ι ΝΟΣΗΕΙΣ ΟΕΟΩΡΙΑΣ 
ΕΓΤΓΕΓΡΑΝΜΜΕΝΗ ΓΩΝΙΑ 


Ορισμοί 

1) Μια γωνία λέγεται εγγεγραµµένη σε κύκλο, όταν η κορυφή 
τῆς είναι πάνω στον κύκλο και οιπλευρές της χορδέςτου. 
πχ.ηΑ. 

1) Το τόξο που περιέχεται μεταξύ των πλευρών της 
εγγεγραμµένης λέγεται αντίστοιχο τόξο αυτής. 

π.χ.το ΒΛΙ.. 

11) ΗἩ επίκεντρη γωνία που βαίνει στο {ίδιο τόξο µε την 
εγγεγραμµένη λέγεται αντίστοιχη επίκεντρη της εγγεγραμµένης. 
π.χ. η ΒΚΓ είναι η αντίστοιχη επίκεντρη της Α. 





Θεώρημα 
Κάθε εγγεγραμµένη γωνία σε κύκλο είναι ίση µετο μισό της αντίστοιχης επίκεντρης. 
Απόῦὂειξη 

Από το ισοσκελέςτριγ. ΚΑΒ έχουµε: 


Κ,.-κχεκσκ-2 (1) 
Όμοια απὀ το ισοσκελές ΚΑΓ έχουμε: 
Κ,-ὐφεῦ-Κ, -2ψ (2) 
Προσθέτουμετις (1). (2) και έχουµε: 
ΚΚ, «24.24 -ΒΚΓ-2(κψ)-» ΒΚΓ -- 2ΒΑΓ 





...  ΕΚΓ 


Πόρισμα |. 
Στον ίδιο κύκλο ή σείσους κύκλους ίσες εγγεγραμµένες βαίνουν σε ίσα τόξα και αντίστροφα. 


140. Κύκλος 


Πόρισμα ΠΠ. 

Κάθε εγγεγραμμένή σε ἡμικύκλιο εἴναι ορθή. 

Πόρισμα ΠΠ. 

Κάθε εγγεγραμμένή που βαίνει σε τὀζο μικρότερο απὀ ημικύκλιο εἴναι οξεία, ενώ κάθε 
εγγεγραμμένή που ῥαΐνει σε τόζο μεγαλύτερο από ημικύκλιο εἴναι αμβλεία. 


Ἡαρατήρηση 
Έστω ένα τόξο ΑΤΗΒ και ΑΒ η χορδή του. Παρατηρούμε ότι όλα 


τα σηµεία του τόξου ΑΤΒ (καιτου συμμετρικού του ὠςπρος ΑΒ) 


έχουν την ιδιότητα να βλέπουν το ΑΒ υπό την ίδια γωνία ὢ. Τα 
σηµεία ΛΑ που είναι εσωτερικά του κυκλικού τμήματος βλέπουν το 


ΑΒ υπό γωνία ῥ µεγαλύτερητης ὢ (05 ὢ ὡς εξωτερική του τριγ. 
ΒΛΜΙ). Τα σηµεία Σ που είναι εξωτερικά του κυκλικού τμήματος, 


βλέπουν το ΑΒ υπό γωνία ὁ «ὢ (γιατί ὢ εξωτερική του τριγ. 





ΒΜΣ). Επειδήτα σηµείατου τόξου ΑΊΤΙΒ) έχουν µια κοινή ιδιότητα 


που ανήκει σ᾽ αυτά και µόνο αυτά αποτελούν ένα γεωμετρικό τόπο. 


Θεώρημα 

Η γωνία που σχηματίζεται από µια χορδή κύκλου καιτην εφαπτομένη του κύκλουπου 
φέρνουμε στο ένα άκρο της χορδής, είναι ίση µετην εγγεγραμµένη γωὠνίαπου βαίνει στο 
τόξο που περιέχεται µέσα σ᾿ αυτή. 

Απόδειξη 


Α 


.».. ΑΚΒ Α α 
Γνωρίζουμε ότι πο ΕΞ ΔΚΒ (1). Επειδή ΚΔ.Ι ΑΒ 


(διχοτόµος του ισοσκ. ΑΚΒ) και ΚΗ | Ώχ (εφαπτομένη και 
ακτίνα) έπεται ΑΒχ- ΔΚΒ (2). Από τις (1). (2) έπεται 


ΑΓΗ-- ΑΒχ. 





Θεώρημα 
Αν µια γωνία έχει την κορυφή της µέσα στον κύκλο. είναι ίση µε το άθροισµα δύο 
εγγεγραμμένων γωνιώνπου βαίνουν στα τόξα. που ορίζονται απότιςπλευρέςτης καιτις 
προεκτάσειςτους. 
Απόδειξη 


Έστω η γωνία ΒΑΓ που έχει την κορυφή της µέσα στον κύκλο. 


Φέρνουμε την ΓΔ. τότε ΒΑΓ -- Φ-Ερ Ως εξωτερική του τριγ. ΑΓΛ. 





Κύκλος 141. 


Θεώρημα 
Αν µια γωνία έχει την κορυφή της έξω από τον κύκλο και οι πλευρές της τον τέµνουν 
είναι ίση µε τη διαφορά δύο εγγεγραμμένων γωνιών που βαίνουν στα τόξα που 
περιέχονται μεταξύ των πλευρώντης. 

Απόῦὂειξη 

Έστω γωνία ΒΑΓ που έχει την κορυφή της έξω από τον κύκλο, 
φέρνουμετην ΒΕ, τότε ᾧΞ ΑΕ ὂ (ως εξωτερική του τριγώνου ΒΑΕ), 


άρα Α-ϕ-Ό. 





ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΦΑΡΜΟΙ ἩΣ 


Εφαρμογή 1 
Οι ευθείεςπου ενώνουν το κέντρο ενός κύκλου µετιςτοµές δύο παραλλήλων εφαπτομένων 
από τρίτη εφαπτομένη είναι κάθετες μεταξύτους. 

Λύση 

Φέρνουμετην ΚΖκαιτατρίγὠωνα ΑΚΛΔκαιΚΖΔείναιίσα, από την 


ισότητα έχουµε Κ, --ς κ, δηλαδή η ΙΛ διχοτόµος της γωνίας 
ΑΚΖ. Όμοια τα τρίγ. Κ2/ και ΚΒΙ είναι ίσα και όρα κ. Ξ- κ, 


επομένως η ΚΙ διχοτόµος της ΖΚΒ. οι διχοτόµοι όµως των 
εφεξής και παραπληρωματικών γωνιών τέμνονται κάθετα. 





Εφαρμογή 2 
Δύο ίσες χορδές τέμνονται µέσα στο κύκλο (Ι«.Α) στο σηµείο Α. Να αποδείξετε ότι 
σχηματίζουν ίσες γωνίες µετην ΚΑ και ότιτµήµατα αυτών είναι ανά δύο ίσα. 

Λύση 

Έστω Θ6Β,. ΔΙ δύο ίσες χορδές που τέμνονται στο Α. θα δείξουμε ότι Α, -- Α, και ΑΘΞΑΓ. 
Από το Κ φέρνουμµετις ΚΖ, ΚΕ κάθετες προςτις ΘΒ, ΤΔ τότε 


ΚΖΞΚΕ (1) γιατίτο κέντρο απέχει ίσα από τις ίσες χορδές. Τα 


τργωναΚΑΖκαιΚΑΕ είαιίσα(ΚΑ-Ξ-ΚΑ, 2-Ε-ι, ορθ. και 


Κύά-Ξ-ΚΕΗ) από την ισότητα τῶν τριγώνων έπεται Α, -Α., και 





ΖΑΞ-ΑΕ (2). Επειδή Ζ6Θ-- ΕΙ (3) σαν µισά των ΑΒ. ΓΔ έπεται 
απότις(2).(9) 8ΘΑΞ ΑΓ. 
Εφαρμογή ὅ 


Να αποδείξετε ότι η κοινή εφαπτομένη δύο άνισων κύκλων είναι μικρότερη από τη 
διάκεντροτους. 


142. Κύκλος 


Λύσ 

Έστω ΒΙ η κοινή εφαπτομένη δύο άνισων κύκλων και ΚΛ η 
διάκεντρος, θα δείξουµε ότι: ΒΙ «ΚΛ. Φέρνουμετις ακτίνες ΚΒ, 
ΛΓ τότε ΚΒΙΙ ΔΙ γιατί είναι κάθετες στη ΒΙ. Απότο Λ φέρνουμε 
παράλληλο προς την ΒΙ.Τότε ΒΙΞΛΔ5. αλλά Δδ«ΚΛ από το 
ορθογώνιοΚΛ»,άρα ΒΙ «ΚΛ. 





Εφαρμογή 4 
Δύο κύκλοι τέµνονται στα Α. Β.Αν Γ, Λτα διαµετρικά σηµεία του Α. να αποδείξετε ότι 
ΓΕΒΛ είναι ευθεία. 

Λύση 

Φέρνουµε την κοινή χορδή ΑΒ οπότε: ΑΒΓ -- ο" γιατί είναι 
εγγεγραμµένη που βαίνει σε ημικύκλιο. Όμοια ΑΒΔ - 90” 
άρα ΓΒΔ ευθεία. 





Εφαρμογή » 
Δύο κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά στο Α. Απότο Α φέρνουμε µια τυχαία τέµνουσα. Να 
αποδείξετε ότι οι ακτίνεςπου καταλήγουν στα άκρα της τέµνουσας είναι παράλληλες. 
Λύση 
Για να δείξουµε ότι ΚΒΙ. ΔΕ αρκεί να δείξουµε ότι β-ῦδ. 
Φέρνουμετην ΚΛ. Αυτή θα περάσει απότο Α. ΤατρίγωναΚΒΑ 
και ΛΑΓ είναιισοσκελή και επομένως θα είναι: 

Β--Α, (1) και Γ-Α, (2). 
Επειδή όµως ἂ, -Α, (3). Από τις (1). (2) έχουµε Β-Ι και 
επομένως ΚΒ/ΙΛΙ. 





Εφαρμογή 6 
Δύο κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά στο Α. Αν ΒΙ η κοινή εξωτερική εφαπτομένη αυτών. 
να αποδείξετε ότι ΓΑΒ -ο0". 

Λύση 

Φέρνουμετην κοινή εσωτερική εφαπτομένη των κύκλων στο Α 
και έστω Μ το σηµείο της τομής αυτής µε την ΒΙ. Τότε 
ΜΗΞΜΑ και ΜΑΞ ΜΙ (εφαπτόμενα τµήµατα από σηµείο 
προς κύκλο). Άρα ΜΑΞ ΜΗΕΞ ΜΙ και επομένως ο κύκλος 
διαμέτρου ΒΓ θα περάσει απότο Α οπότε η Α ως εγγεγραμµένη 


που βαίνει σε ημικύκλιο θα είναι ορθή. 
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Εφαρμογή 7 
Να αποδείξετε ότι οι κοινές εφαπτοµένες δύο κύκλων είναι ανά δύο ίσες. 
Λύση 

Φα αποδείξουµεότι ΑΒΞΊΤΔ και ΕΖΞΠΘ. 

Έχουμε ΣΑΞΣΓ (1) και ΣΕΒΞΣΔ (2) (εφαπτοµένα 
τμήματα από σηµείο σε κύκλο). 


Απόγτις(1). (2) µε αφαίρεση κατά µέλη έχουµε ΑΗΕΞΤΓΔ. 





Όμοια ΜΘΞ ΜΖ (3) και ΜΗ Ξ ΜΕ (4) 


προσθέτουµετις (3). (4) και έχουµε: ΗΘΞ ΕΖ. 


Εφαρμογή ὃ 
Δύο κύκλοι εφάπτονται εξωτερικά στο Β. Αν από το Β φέρουμε τυχαία τέµνουσα. να 
αποδείξετε ότιοι εφαπτοµένες στα άκρα της τέµνουσας είναι παράλληλες. 

Λύση 

Έστω ΓΔ µια τέµνουσα και Δψ. ΓΧ οι εφαπτοµένες στα άκρα 
της, θα δείξουµε ότι Γχ|Δψ. 

Φέρνουμετις ακτίνες ΚΕ, ΓΛ τότε Γχ Ι ΚΙ και ΔψΙ ΑΔ. 


επειδή ΚΓΙΙΛΔ έπεταιότι ΙΧ Δψ. 
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Β. ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΑΣΚΗΣΕΟΝ 
Η Αναλυτική Μέθοδος (Πλάτωνας 430 -347 π.Χ.) 


Οι αποδεικτικές μέθοδοι - συνθετική μέθοδος, η μέθοδος της απαγωγής σε άτοπο και η 

μέθοδος της αντιθετοαντιστροφής και της τέλειας επαγωγής - είναι γνωστές από την 

Άλγεβρα και χρησιμοποιούνται και στη λύση γεωμετρικών προβλημάτων. 

Οι παραπάνω μέθοδοι δεν µας δίνουν ικανοποιητικά στοιχεία για το πως βρέθηκε η 

απόδειξη µιας πρότασης. Τι’ αυτό ακολουθούμε την επόµενη σειρά συλλογισµών που 

λέγεται ανάλυση. 

Δεχόμαστε ότιτο πρόβλημα ή η ζητούµενη πρόταση αληθεύει καιτη μετασχηματίζουµε 

διαδοχικά µετη βοήθεια γνωστών προτάσεων και θεωρηµάτων µέχρινα καταλήξουμε 

σε µία αληθινή πρόταση ή σε µία πρόταση που δίνεται στην υπόθεση του προβλήματος. 

Δηλαδή: 

Έστω ότι η ζητούμενη πρόταση είναιη Π. 

Δεχόμαστε ότιη ΗΠ είναι αληθινή καιτη μετασχημµατίζουµε διαδοχικά στις προτάσεις 
...5 Π,, όπου η τελευταία πρόταση ΗΠ, είναι αληθινή ή δοσµένη στην υπόθεση 

του προβλήματος. 

Οι παραπάνω προτάσεις είναι οι προτάσειςτης ανάλυσης και διατυπῶμµένες µε αντί- 

στροφη σειρά αποτελούν τη σύνθεση. 

Η λύση ενός προβλήματος παρουσιάζεται (διατυπώνεται) σχεδόν πάντοτε µε τη 

σύνθεση. 





Παράδειγμα 1 
Στον κύκλο (Ο. ϱ) παίρνουµετις χορδές ΑΒΞ ΑΙ και φέρνουμε από το Α ευθσία. που 
τέμνει τον κύκλο στο Ε και τη ΒΙ στο Δ. Να δειχθεί ότι η ΑΒ είναι εφαπτομένη του 
κύκλου. που διέρχεται απότα σηµεία Β.Δ. Ε. 

Λύση 

Διατυπώνουμετις προτάσεις της ανάλυσης: 

Π: Δεχόμαστε ότιη ΑΒ είναι εφαπτομένη του κύκλου. 


ΑΔΒ - ΕΒΑ (γωνία υπό χορδής και εφαπτοµένης) 
ΕΒΑ - ΕΓΑ (βαίνουν στο ίδιο τόξο ΑΕ) 





Η.: 
Η. : 
Π.: ΕΓβδ-ω-κ (βλ. σχήμα) 
Η: 


Αλβ-ω-κ (διότιη γωνία ὢ είναι εξωτερική γωνία στο τρίγὠνο ΑΛΒ) 


Οι παραπάνω προτάσεις µας οδηγούν στη διατύπωση της λύσης η οποία είναι: 
Αλβ-ω- χ ,διότιη γωνία ὦ είναι εξωτερική γωνία στο τρίγωνο ΑΔΒ και ΕΓΑδ-ω-κ 


οπότε ΑΔΒ --ΕΓΑ και ΑΔΒ-- ΕΒΑ .που σηµαίνει ότιη ΑΒ είναι εφαπτομένη του κύκλου 
στο σηµείο Β. 
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1. ΑΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Άσκηση 1 

Στα άκρα Α. Β διαμέτρου ΑΒ κύκλου (Ο.Ρ) φέρνουμετις ημιεφαπτοµένες Αχ και ΒψΨ 

προςτο ίδιο ημιεπίπεδοτης ΑΒ. Σε σηµείο Μ του κύκλου φέρνουμετρίτη εφαπτομένη. 

που τέµνειτις ΑΣ. Βψ στα Ι και Δ. Να δειχθεί ότι; 

α. ΓΔΞΑΙ ΓΡΒΡΑ. β. ΓΟΔ -ου’ »Υ. Ο κύκλος διαμέτρου ΓΔ εφάπτεταιτης ΑΒ στο κέ- 

ντροΟ. 

Λύση 

α. Είναι” ΜΞΊΙΑκαιΔλΜΞΔΒ. 
ΆραΓΜ ΓΔΜΞΤΙΔΞΑΙ ΓΗΔ. 


β. Είναι Γ Ξ- [ο και Δι Ξ- Δ, .Ἐπειδή Αχ//Βψ έχουµε: 


Α Α 


Γ-.Δ.--180" «ἵ, -Δ, τσι -ο" 





Επομένως ΓΟΔ 90». 
γ. Φέρνουμετην ΟΚ/ΑΓ//ΒΔ. οπότε ΟΚ | ΑΒ. Επειδή 
το Ο είναι µέσοτης ΑΒ θα είναιτο Κ µέσοτηςΔ. Η διάμεσοςτου τραπεζίου ΑΒΔΙ δηλ. 


ΑΓ:ΒΔ ΓΔ ΓΔ 
η ΚΟ είναι ίση µε σσ Ξ- τον άρα ο κύκλος καν περνά απὀ το Ο. Επειδή 


ΑΒ | ΚΟ.η ΑΒ είναι εφαπτομένη του κσλ 


Άσκηση 2 
Στο ορθογώνιο τραπέζιο ΑΡΒΓΛ [Α -λ- ο0)) είναι ΒΓΞΑΡΒ ΓΓΑ. Να δειχθεί ότιο 
κύκλος µε διάµετροτη ΒΙ εφάπτεταιτης ΑΛ. 

Λύση 

Η διάµεσος ΟΕ του τραπεζίου είναι κάθετη στην ΑΔ- 
ΑΒΕΙΓΑ ΒΡΓ 


(ΟΕ/ΑΒ//ΓΑ). Επειδή ΟΕ | 


. 0 κύκλος 


ΡΓ 
ο εφάπτεται στην ΑΔ αφού η ΑΔ είναι κάθετη στην 





ΟΕ. 
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Άσκηση 3 
Σεκύκλο µε κέντρο ΙΚ φέρνουμµετήη διάµετρο ΑΒ. Με κέντρο σηµείο ΙΤ της ΚΒ. τέτοιο 
ὥστε κ ΣΙ Ῥ και ακτίνα Γκ γράφουμε κύκλο. που τέµνειτον (Κ«. ΚΑ) στα Ακαι Ε. Αν 
η ευθεία ΔΓτέμνειτον κύκλο (Κ.Β) στο σηµείο 7. να δείξετε ότιη γωνία ΑΙΚ είναι 
τριπλάσια της γωνίας ΒΔ. 

Λύση 

ΕπειδήΚΔ- ΚΖείναι: Δ-2--. 

Επειδη ΓΚΞΤΓΔ είναι: ΛΞΔΚΓΞ- ῶὢ.Η γωνία ΑΙΚΖ ὡς εξω- 
τερική γωνία στοτρίγὠνο ΚΙΖ ισούται µετο άθροισμα των 
δύο απέναντι γωνιών . δηλ. είναι: 


ΑΚΖ-5-2-ΔΙΔΚΓΖ- ὢ-ὢὢῶ- 2ῶ. 





Άσκηση 4 
Δύο κύκλοι (Ι«. Β) και(Λ. ϱ) εφάπτονται εξωτερικά στο σηµείο Ε. Μία ευθεία επερνάει 
από το Ε’ και τέµνει τους κύκλους στα σηµεία Α και Β αντίστοιχα. Να δειχθεί ότι οι 
εφαπτόµενες ει και ε) τῶν κύκλων στα σηµεία Α και Β είναι παράλληλες. 

Λύση 

Απότα ισοσκελή τρίγωνα ΚΑΕ και ΛΕΒ παίρνουμε: 


Α.-Ει-ξ, -Βι 


Επομένως Α, Ξς Β, ;.ως συμπληρώματα ίσων γωνιών. 


Άρα εμ/ε.. 





Άσκηση 5 
Δύο κύκλοι µε κέντρα Ιά και Λ εφάπτονται εξωτερικά στο Α. Φέρνουμε δύο χορδές ΑΒ 
και ΑΓ τῶν κύκλων κάθετες μεταξύτους στο Α. Να δειχθεί ότι: ΚΒ/ΛΙ. 

Λύση 


Επειδή ΒΑΓ -- ο0’ είναι Α, --Α, -90". 
Άρα Β-Γ -- ου. (Α, -Β.Α, ο.) 
Επειδή Κ--Β--Α, ΕΛΕΓ-Α. - 360’ έχουµε: 


Κ:Λ90’ 90’ -360 9 ΚΛ-Ιδ0-ΚΒ/ΓΛ 
(αφού είναι παραπληρωματικές οι εντός και επίτα αυτά γω- 
νίεςτων ΚΒ και ΛΙΓΟ. 





Άσκηση 
Δύο κύκλοι µε κέντρα και Λ εφάπτονται εξωτερικά σε σηµείο Α και στις πλευρέςτης 
ορθής γωνίας χΟψ. στα σηµεία Β και Γ. Να δειχθεί ότι ΒΑΙ -135'. 
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Λύση 

Φέρνουμετην κοινή εσωτερική εφαπτόµενη ε, που τέμνει 
την Οψ στο Δ καιτην ΟΧ στο Ε. Είναι Β, -- Α,. Γ Ξ- Α, 
(διότι ΕΡΒΞΕΑΚαΙΔΑΞ ΔΙ ὠςίσα εφαπτόμενα τμήματα). 
Είναι Ἐ --Ι50’ --2Α,, Δ. - Δι -Ι80:--2Α.. 

Άρα ΒΑ, -360’--2{Α, κΑ,) 5 

52/3, κἀ,)-3607--(Ε:-Α,]--360” --οϱ’ --270". 
Επομένως Α, ΚΑ, -135 ή ΒΑΓ--135.. 





Άσκηση 7 

-.- τρίγῶνο ΑΒΙ (Β ΣΤ) είναι εγγεγραμμένο σεκύκλο(Ο.Β). Φέρνουμετο ύψος 

ΑΛ. τη διάµετρο ΑΕ καιτη διχοτόµο ΑΗ. Να δειχθεί ότι; 

α. ΒΑΔΞ ΕΑΓ β. ΔΛΗ - ΗΑΕ Υ.ΔΑΕΞΒ-Γ (85). 

Λύση 

α. Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΔΒ και ΑΓΕ έχουν Β - Ε (ως 
εγγεγραμµένες στο τόξο ΑΙ). Επομένως ΒΑΔΞ ΕΑΓ. 

β. Είναι ΔΑΗ -- ΗΑΕ  , διότι 


ΔΛΗ 5 «ΒΛ: 5 -ΕΑΓ- ΗΑΕ 





γ. ΔΑΕ -2.ΛΛΗ -- 290’ ΑΠΔ) 1400 -ᾱ. η - 


Α Α Α 


ΞΑ.Β.Γ-Α-2Γ-8-Γ 


Άσκηση ὃ 

Σεκύκλο(Ο.ΒΚ) παίρνουμε διαδοχικάτα σηµεία Α.Β.Γ.Λ. Οι διχοτόµοι τῶν εγγεγραμμένων 

γωνιών Α.Ι τέμνουν το κύκλο στα Ε., 7. Να δειχθεί ότιη Ε27, είναι διάµετροςτου κύκλου. 

Λύση 

Οι εγγεγραμμένες γωνίες ΒΑΔΚαιΙΒΙΓΛ αντιστοιχούν στα τόξα 
σι  ΔΖΒ 

και Ρύ - ον 


-- 


-- ΒΕΔ 
ῬΕδκαιδΖΒ. Είναι ΒΕ - 





ΒΗΔΓΔΖΒ 3260’ 
2 2 
Επομένωςτη Ε2 είναι διάµετροςτου κύκλου. 





Άρα ΒΕ Β7 - 1400. 
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Άσκησηθ 
Τρίγωνο ΑΒΙ είναι εγγεγραμμένο σεκύκλο (Ο.Ε). Φέρνουμετην εφαπτομένη στο Απου 
τέµμνειτην προέκταση της Β στο σηµείο Ε. Φέρνουμε την διχοτόµο ΑΛ του τριγώνου 
ΑΡΙ. Να δειχθεί ότιτο τρίγῶνο ΑΔΕ είναι ισοσκελές. 
Λύση 


Α, ΞΓ "ως γωνία χορδής και εφαπτοµένης, οπότε 
είναι ΕΑΔ.-- Α, -ῶ- Γ--ῶ. 

Όμως ΑΔΕ-ῶΕ ως εξωτερική στοτρίγωνο ΑΔΙ' 
Άρα ΕΑΔ-- ΑΔΕ καιτο τρίγωνο ΑΔΕ εἰναιισοσκελές. 





Άσκηση 10 
Έστω κύκλος(Ο.Ρ) και ΑΒ διάµετρος. Στο Α φέρνουμετην εφαπτομένη εκαι ενώνουµε 
τυχαίο σηµείο Τ της εφαπτοµένης µετο Β. Η ΒΙ τέμνει τον κύκλο στο σηµείο Δ. Να 
αποδειχθεί ότιη εφαπτομένη στο Δ περνάει από το µέσο Ετου ΑΙ. 

Λύση 


Το τρίγωνο ΑΔΓ είναι ορθογώνιο γιατί ΑΔΗ --οῦ" (εγγεγραμµένη σε ημικύκλιο). 
ε 





Δι Ξ- Α, ,Ως ίσες µετην αντίστοιχη εγγεγραμμµένη γωνία Β. 
Άρα ΑΕΞΛΔΗΕ. 


Α Α 


Επειδή Δ, Ἕ Γ .ὡς συμπληρωματικές των Δι ΞΑ, θα είναι 


ΑΓ 
ΔΕΞΤΕ. Επομένως ΑΕΞ ΕΙ - ο 


Άσκηση 11 
Σε κύκλο (Ο.Ρ) θεωρούμε διάμετρο ΑΒ και ΓΛ µία χορδή του. Να αποδειχθεί ότι οι 
χορδές ΑΙ και ΔΒ έχουν ίσες προβολές στην ευθεία ΓΔ. 
Λύση 
Φέρνουμε ΑΑ΄ | ΓΔ. ΒΒ΄ | ΤΔ και ΟΟ΄ | ΓΔ. Το Ο είναι 
τοµέσοτου Α΄Β΄ άραη ΟΟ΄ είναι διάµεσος του τραπεζίου 
ΑΑ΄ Β΄Β .Βίναι 

Α΄ΓΞΑ΄Ο΄-ΟὖΥκαιβδΔΞΒ΄Ο΄-0΄Δ. 
Επομένως ΑΤ-ΒΡ΄Δ. 





Άσκηση 12 

Δύο κύκλοι (κ. ϱ) και(Λ. ϱ) εφάπτονται εξωτερικά στοΑ. 
Φέρνουμε µια χορδή ΑβΒτου κύκλου (κ. ϱ) καιτην χορδή ΑΙ | ΑΒ του κύκλου(Λ. ϱ). 
Να δειχθεί ότι ΡΓ//ΞΙΚ«Λ. 

Λύση 
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Τα τρίγωνα ΚΒΑ και ΑΛΓΙ είναιισοσκελή. 
Επειδή ΒΑΓ --ο0” «»ῷεῷ-οθῦ «» 
2ῶ2ᾷ--Ι80 «9 Κ-ΛΞΙ80 «9 ΚΒ/ΓΛ. 


Επίσης είναι ΚΕΗΞ ΛΙ Ξρ. Εποµένωςτο ΚΒΙΛ είναι 
παραλληλόγραμμο. Ετσιπροκύπτει ΒΓ//ΞΚΛΔ. 





Άσκηση 132 
Ισοσκελέςτρίγὠνο ΑΒΙ (ΑΒΞΑΙ) είναι εγγεγραμμένο στον κύκλο (Ο.Ρ). Στοτόξο ΒΙ. 
που ὃεν ανήκειτο Α. θεωρούμε σηµείο Ε και φέρνουµμετην ΒΚ | ΑΗΕ..πουτέµνειτην 
προέκταση της ΕΙ στο Δ. Να αποδείξετε ὀότιτοτρίγῶὠνο ΒΕΔ είναιισοσκελές. 

Λύση 

Επειδή ΑΒΞΑΓ« ΑΒΞ ΑΓ .θα είναι Ε, - Ε, (1) ὡς 
εγγεγραμµένες σείσα τόξα. 

Άρα τη ΕΚ είναι ύψος και διχοτόµος στο τρίγὠνο ΒΕΔ. Αυτό 


σηµαίνει ότιτο τρίγωνο ΒΕΔ είναι ισοσκελές. 


Άσκηση 14 
Θεωούμε δύο κάθετες χορδές ΑΒ και ΓΔ κύκλου (Ο.ρ).που τέμνονται στο ]. Ἐστω Μ και 
Ρτα µέσα των χορδών Αλ και ΒΙΓ. Να αποδείξετε ότι: 

α. ΓΜ | ΒΙ και ΤΡ | ΑΛ 

β.ΟΜΞΤΗ/2ΣΚαιΟΡΞΑΛ/2. 

Λύση 





α. Η ΙΜ είναι διάµεσοςτου ορθογωνίου τριγώνου ΑΙΔ., οπότεΙΜΞΜΑκΚαι ΑΞ ΑΙΜ - ΕΙΒ. 
Επειδή Α-Γ (ως εγγεγραμµένες στο ΒΔ ) και 
Γ-ςΒ --90. παίρνουμε ΕΙΒ--Β -οθ». 

Άρα ΙΜ | ΒΙ .Όμοιαπροκύπτειότι ΙΡ! ΑΔ. 


β. Επειδή ΟΜ Ι ΑΔ. είναι ΟΜ/ΙΡ. 
Επειδή ΟΡ | ΒΙ . είναι ΟΡ/ΠΕ. Άρατο ΜΟΡΙ είναιπα- 
ραλληλόγραμμο και συνεπώς έχουµε: 


οΜ-1ρ---- και ΟΡ-ΙΜ 55. 





Άσκηση 15 

Σε κύκλο µε κέντρο Ο. θεωρούμε διάµετρο ΑΒ και ακτίνα ΟΙ | ΑΒ. Στιςπροεκτά- 
σειςτης διαμέτρου ΑΒ παίρνουμετατμήµατα ΑΛΔΞΡΒΕ.ΟιΙΓΛκαιΓΕ. τέµμνουν το κύκλο 
στα σηµεία Ζ και Η αντίστοιχα. Να δειχθεί ότι: 

α.ΖΔΞΗΕ β.2Η//ΔΕ. 
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Λύση 
Επειδή ΟΔΞ ΟΕ Και ΟΙ | ΔΕ .τοτρίγὠνοΓΔΕ είναιισο- 
σκελές. Οπότε [ -- [ και ΓΑ Ξ ΓΕ. Φέρνουμµε τις 


1 


ΟΚ | ΓΔ και ΟΛ Ι ΓΕ. τότε ορθογώνιατρίγώνα ΟΚΤ 
και ΟΛΓ είναι ἶίσα, (διότι έχουν ΟΓ κοινή υποτείνουσα 


και Γ Ξ- Γ ). Ἐπομένως ΟΚ - ΟΛ, οπότε είναι! Ζ- ΤΗ, 
ὡς χορδές των αποστηµάτων ΟΚ.ΟΛ. Άρα 





α.ΖΔΞ ΠΕ (ως διαφορές ίσων τμημάτων). 


β. Από τα παραπάνω το τρίγωνο ΤΖΗ είναι ισοσκελές, οπότε η διχοτόµος ΓΟ της γωνίας 


[, είναι κάθετη στη ΖΗ. Επειδή ΤΟ | 2Η και ΤΟ Ι ΔΕ προκύπτει ότι 
ΖΗ//ΔΕ. 


Άσκηση 16 

Έστω [ το µέσο ημικυκλίου διαμέτρου ΑΒ. Αν Δσημείοτου τόξου ΑΙ και Γη προβολή 
του Γ στην ευθεία ΑΔ. να δειχθεί ότι: ΓΕ Ξ ΕΛ. 

Λύση 


Είναι ΑΟΓ -- 90”. Απότο τρίγωνο ΔΑΓΙ έχουµε: ὣ- Α, - Ἱ (ως εξωτερική γωνία). 


...- -.. 
Επειδή Αι ο και 1 - ο (Η εγγεγραμµένη είναι 


ίση µετο µισό της αντίστοιχης επίκεντρης). έχουµε: 


ἃ ᾿ λ ο... . νΑ 1 
κο ὐ- {ὸ, .0,)-5ΑὀΓ ---«ο0” --45) 
΄ 2 . 2 2 
Άρατο ορθογώνιο τρίγωνο ΤΕΔ είναι καιισοσκελές δηλ. 


ΙΕΞΕΑ, 





Κύκλος 151. 


Δ. ΗΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 











1. Θεωρούμε σηµείο Α στην προέκταση τῆς διαμέτρου ΒΓ 
κύκλου (Ο.Ρ). Απότο Α φέρνουμετην ΑΔΕ, που τέμνειτον 
Κύκλο, έτσι ώστε το ΔΑ. να είναιίσο µετην ακτίνα. 


Να αποδείξετε ότι ΕΟΒ -3ΓΟΔ. 


2. Δίνεται ημικύκλιο διαμέτρου ΑΒ.Φέρνουµε χορδή ΑΓ έτσι 


ώστε ΓΑΒ --305., Στο σηµείο Γ φέρνουμε την εφαπτόµε- 
νη, που τέµνειτην ευθεία ΑΒ στο Δ. Να δειχθεί ότι ΑΙ -- ΓΔ. 


3. Γράφουμε δύο κύκλους (Ί«. Β) και(Λ. ϱ) πουτέµνονται 
στα Α και Β. Αν ΙΤ’, Δτα αντιδιαµετρικά σηµείατου Α 
προςτους δύο κύκλους και Ζ. Ε τα αντιδιαµετρικά ση- 
µεία του Β. να δείξετε ότι το τετράπλευρο ΤΔΕΖ είναι 
ορθογώνιο παραληλόγραμμο. 


4. Θεωρούμε δύο ίσους κύκλους µε κέντρα ΚΚ και Α που 
τέμνονται στα Α και Β. Γράφουμε τυχαία ευθεία ε 
που διέρχεται από το µέσον Ο της ΑΒ καιτέµνειτον 
κύκλο ΓΚ στα σηµεία Δ. Ε και τον κύκλο Λ στα Ζ και 
Η (το Ζ ανήκειστην ΔΕ καιτο Ε στην 2Η). 

Δείξτε ὀότιοΕΞΟ7. 


5.] ράφουμµε δύο κύκλους µε κέντρα ΕΚ και Δ που τέμνονται 
στα Α και Β. Απότο Α φέρνουμεπαράλληλη στη διάκεντρο 
ΚΛ. πουτέμνειτους κύκλους στα σηµεία ΙΤ. Δ αντίστοιχα. Να 
δείξετε ότιη ΤΔ έχει διπλάσιο µήκος αποτην ΚΛ. 


6. Απότο ένα κοινό σηµείο Α δύοτεμνόμενων κύκλων Κκαιλ 
φέρνουμε τυχαία ευθεία. που τουςτέµνει στα σηµεία Β και. 
Να δειχθεί ότιοι εφαπτόµενες στα Β, ΙΤ ορίζουν γωνία ίση µε 


1405-ΚΑΛ. 





15. Κύκλος 










7. Γράφουµε δύο κύκλους (Κ.Ε) και(Λλ.ρϱ) µε ὸρ.που εφάπτο- 
νται εσωτερικά στο Ε. Η ευθεία ΚΛτέµνειτον (Κ. ΕΚ) στο Α και 
τον (Λ. ϱ) στο Β. Απότο µέσον Ο του τµήµατος ΑΒ φέρνουμε 
την ΟΓ κάθετη στην ΑΒ. Αν η ευθεία ΕΙ τέµνειτον κύκλο (Λ. ϱ) 
στο Δ, να δείξετε ότιη ευθεία ΟΔ είναι εφάπτεται στον κύκλο(Λ, 


ϱ). 


δ. Οικύκλοι(Κ. ΕΚ) και(Λ. ϱ) εφάπτονται εξωτερικά στο 
σηµείο Α. Απότο Α φέρνουμε ευθεία. που τέμνειτον(Δ. 
ϱ) στο σηµείο Ι καιτον («. Κ) στο σηµείο Β. Να δείξετε 
ότιη εφαπτομένη ετου κύκλου (Κ.. Κ), στο Β είναι κάθε- 
τη στην ευθεία ΓΛ. 


9. Δύο κύκλοι µε κέντρα Κ.και Δ εφάπτονται σεκύκλο µε 
κέντρο Ο στα σηµεία Α και Β. Αν η ευθεία ΑΒ τέµνειτον 
Κύκλο µε κέντρο Λ στο [; να δείξετε ότιοι ΚΑ και ΛΙ 


είναι παράλληλες. 


10. Γράφουµε δύο κύκλους(Κ. Ε) και(Λ.ρ)που εφάπτονται 
εξωτερικά στο σηµείο Ε. φέρνουμε καιτην κοινή εξωτε- 
ρική εφαπτόµενη τουςπου εφάπτεται στα σηµεία Α και Β 
αντίστοιχα. Να δείξετε ότι: 
α.Το τίγῶνο ΑΕΒ είναι ορθογώνιο 
β. Ο κύκλος µε διάµετρο την ΑΒ εφάπτεται στην διάκε- 
ντρο των κύκλων στο σηµείο Ε. 

γ. Η ευθεία ΑΒ εφάπτεται στον Κύκλο µε διάµετρο την 
ευθεία ΚΛ. 


1. Γράφουμε κύκλο(Ο.Ε) και παίρνουμε δύο ίσα τόξα µε κοινή 
αρχή και μέτρο 12096 το καθένα. Έστω Δ και Ετα µέσατων 
ίσων τόξων. Να δείξετε ότιη ΔΕ χωρίζεται σετρία ίσα µέρη 
απότις αντίστοιχες χορδές των ίσων τόξων που θεωρήσα- 
με. 





Κύκλος 1953. 


12. θεωρούμεσημεία Α, Β.Τ κύκλου (Ο.Ε). ΑπότομέσοΜτου κ 


19. 


14. 


15. 


16. 


τόξου ΒΙ φέρνουμε τη χορδή ΜΝ παράλληλη στην ευθεία Βέ 
ΑΙ. Να δείξετε ότιτα τόξα ΑΒ και ΜΝ είναιίσα. 












Θεωρούμε ισοσκελέςτρίγωνο ΑΒ/Γ εγγεγραμμένο σε κύκλο- 
«Αν οἱ διχοτόµοι των ίσων γωνιών Β και ΙΤ του ισοσκελούς 
τριγώνου τέμνουν το κύκλο στα σηµεία Δ, Ε και Ο είναι το 
σηµείο τομής των διχοτόµων, να δειχθεί ότιτο τετράπλευρο 
ΑΔΟΕ είναι ρόµβος. 


Γράφουµε δύο κύκλους που τέμνονται στα σηµεία Α και 
Β. Φέρνουμετην κοινή εφαπτομένη τους ΓΛ.Να δειχθεί 


ὀτιοιγωνίες ΓΑΔ και ΓΒΔ είναι παραπληρωματικές. 


(Θεωρούμετρίγωνο ΑΒΙ εγγεγραμμένο σεκύκλο καιτέτοιο ώστε 


να είναι Β- Γ-- 905. Να δειχθεί ότι η ευθεία ΒΙΓ είναι κάθετη 
στην εφαπτομένη στο Α. 


Δίνεται κύκλος µε κέντρο Ο.Γράφουμετη διάµετρο ΑΒ 
και σημειώνουμε τυχαίο σηµείο Γ του κύκλου. Φέρνουμε 
την εφαπτομένη ΒΧ και τη διχοτόµο της γωνίας ΒΑΙ: 
που τέµνειτη ΒΙ στο Δ,τον κύκλο στο Μκαιτη Ώχστο-Ζ. Αά 
Να δειχθεί ότιΔΒΞΞΒΖ. 


154. Κύκλος 


17. Χωρίζουμετη χορδή ΑΒ κύκλου (Ο.Ρ) σετρία ίσα ευθ.τμήµατα 
ΑΓΞΤΔΑΞΑΔΒ. Να δειχθεί ότι: 


α. ΑΟΓ-Ξ ΔΟΒ β. ΑὀΓ« ΓΟΔ 





1δ. Γράφουμε δύο κύκλους που τέμνονται στα σηµεία 
Α και. Αν Γ και Δ είναιτα αντιδιαµετρικά σηµεία 
του Α ὠςπρόςτους δύο κύκλους, να δείξετε ότιτα 
σηµεία Τ. Δ. Β είναι συνευθειακά. 









19. Γράφουμε κύκλο (Ο.Ρ) και στην προέκταση της ακτίνας 
ΟΑ. παίρνουμε ευθ.τµήµα ΑΒ {ίσο µετην ακτίνα.Φέρνουµε 
τη ΒΙΓ κάθετη σε τυχαία εφαπτόµενη ετου κύκλου. Να 


δείξετε ότιη γωνία ΟΛΓ είναι τριπλάσιατης ΑΓΒ. 


20. Θεωρούμε κύκλο (Ο.Ρ) καιγράφουµετις ίσες χορδές 
ΑΒ , ΑΙ. Φέρνουμε απὀ το Α ευθεία. που τέμνει τον 
Κύκλο στο Εκαιτη ΒΙΓ στο Δ. Να δείξετε ότιο κύκλος 
που διέρχεται από τα σηµεία Β. Δ. Β εφάπτεται στην ΑΒ. 


21. Γράφουμε δύο κύκλουςπου τέμνονται στα σηµεία 
Α και Β. Φέρνουμετις διαµέτρους ΑΚΙ και ΑΛλΔκαι 
τις παράλληλες χορδές ΓΖ και ΔΕ. Να δειχθεί ότιτα 
σηµεία Ζ. Α. Ε βρίσκονται στην ίδια ευθεία. 





Κύκλος 5», 


22. Θεωρούμε ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒ/Ι εγγεγραμμένο στον κύ- 
Κλο (Κ.Ε) τυχαίο σηµείο Μ του τόξου ΒΙ. Να δείξετε ότι: 
ΜΑΞΜΒ ΤΓΜΠΙ. 





23. Τραπέζιο ΑΒΙΓΛΔ/(ΑΒ//ΔΓ) είναι εγγεγραμμένο στον κύκλο 
(1ζ.ρ). Να δείξετε ότι, η γωνία των εφαπτόµενων του κύκλου 
αυτού, στα σηµεία Α και. είναι ίση µετη γωνία που σχηµα- 
τίζουν οιπροεκτάσεις των πλευρών ΑΔκαιΒΙΠ. 






Α. 


10 ΞΕΧΟΡΙΣΤΟ ΘΕΜΑ 


Α.Σεκύκλο παίρνουμε σηµείο Γ της διαμέτρου ΑΒ. ΙΓ ράφουμετους κύκλους µε 
διαµέτρουςτα ευθ.τµήµατα ΑΙ και ΙΒ. Φέρνουμε ευθείαπου διέρχεται απότο 
καιτέμνειτουςτρεις κύκλους κατά σειρά στα σηµεία Δ. Ε.,. 7 και Η. 

Να δείξετε ότι: ΔΕ Ξ 7Η. 


Β. Γράφουµε κύκλο(Ο.Ε) και παίρνουμε δύο τόξα μικρότερα τῶν 1800 µε κοινή αρχή Α. 
Έστω Δκαι Ετα µέσα των τόξων. Αν η ΔΕ τέμνειτις χορδέςπου θεωρήσαµεστα Ζ,.Η να 
δείξετεότιΑΖΞΔΗ. 


Εγγεγραμμένα και 


εγγράψιµα τετράπλευρα 





Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ ΓΤΝΟΣΕΙΣ ΘΕΩΡΙΑΣ 


ΕΓΓΕΓΡΑΜΜΕΝΑ ΠΟΛΥΤΓΩΝΑ ΣΕ ΚΥΚΛΟ 


|) Ένα πολύγωνο ΑΙΑ.;Α....Α, λέγεται εγγεγραμμένο σε κύκλο όταν οικορυφέςτου είναι 
σηµεία ενός κύκλου. 
ᾳ) Ένα πολύγωνο ΑΙΑ.Α....Α. λέγεται εγγράψιµο σε κύκλο όταν µπορείνα γραφεί κύκλος 


που να περνά απότις κορυφέςτου. 


Θεώρημα 
Αν ένα πολύγῶνο ΑΙΑ.Α....Α., είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο οι µεσοκάθετοι τῶν 
πλευρώντου περνούν από το ίδιο σηµείο. 

Απόὂειξη 

Έστωτο εγγεγραμμένο πολύγωνο ΑΙΑ.Α....Α., θα δείξουμε 
ότι οι µεσοκάθετοι στις πλευρές του. περνούν από το ίδιο 
σηµείο. Επειδή οιπλευρές του πολυγώνου είναι χορδές του 
κύκλου. και επειδή η κάθετος στο µέσον µιας χορδής περνά 
από το κέντρο του κύκλου έπεται ότι η µεσοκάθετοι στις 
πλευρέςτου πολυγώνου περνούν από το κέντροτου κύκλου. 





Θεώρημα 
Εάνοι ν-] µεσοκάθετοι των πλευρών ενός πολυγώνου ΑΙΑ.;Α....Α, περνούν από το 


ίδιο σηµείο τότετο πολύγῶνο είναι εγγράψιµο σε κύκλο. 
Απόοὂειξη 


Έστω το πολύγωνο ΑΙΑ.Α....Α., του οποίου οι µεσοκάθετοιστις ν -] πλευρέςτου, περνούν 


απὀ το σηµείο Κ. Τότετο σηµείο Κ επειδή ανήκεισεκάθε µία απότις ν--Ι µεσοκαθέτους 
θα ισαπέχει απὀ τα άκρα τῶν πλευρών δηλαδή: 


ΚΑ, -ΚΑ., ΚΑ. -ΚΑ...ΚΑ./Ξ-ΚΑ.Ξ2ΚΑ,ΞΚΑ.ΞΚΑ. -..ΞΚΑ.. 


19δ. Εγγεγραμμένα και εγγράψιµατετράπλευρα 


Άρα αν µεκέντροτο Κ και ακτίνατο ΚΑ γράψουμε κύκλο αυτός θα περάσει από όλεςτις 
κορυφές και εποµένωςτο πολύγωνο είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο. 


ΕΓΓΕΓΡΑΜΜΕΝΑ ΤΕΤΡΑΠΛΕΥΡΑ 


Θεώρημα 
Οι απέναντι γωνίες κάθε εγγεγραµµένου τετραπλεύρου είναι παραπληρωματικές και 
αντίστροφα. 

Απόδειξη 

Έστω ΑΒΙΠΛ ένα εγγεγραμμένο τετράπλευρο. ΦέρνουμετιςΚΒ,. 


Α ΛΑ 








Ἆ 4 α 
ΚΔκαι έχουµε: Α-ο 0 και Γ(2). 
.. ᾱ Κ.ὶς . πο -. -ᾱ 
Άρα ἀ ε - - Λε 9ΑΑΓΞΙΟ 
Αντίστροφα 


Αν οι απέναντι γωνίες ενός τετραπλεύρου είναι παραπληρωματικές το τετράπλευρο 
είναι εγγράψιµο σε κύκλο. 

Απόδειξη 

Έστω ΑΒΓΑ ένα τετράπλευρο που έχει τις απέναντι γωνίες 


ΑΓΞΙΒΟ’ (1) θα δείξουμε ότι είναι εγγράψιµο. Γράφουµε 
τον Κύκλο που περνά από τα σηµεία Δ. Α. Β και έστω ότι δεν 
περνά απότο 1. τότε θατµήσειτην ΒΙ σ᾿ ένα σηµείο Γ΄ διάφορο 
του Γ΄και έχουµε: ΑΓΓ΄Ξ150’ (2) . Από τις (1), (2) έπεται 
Γ ΙΤ’. που είναι άτοπο. 

Πόρισμα 

Κάδε ορθογώνιο είναι εγγράψιµο σε κύκλο και αντίστροφα. 





Θεώρημα 
Η εξωτερική γωνία κάθε εγγεγραμμένου τετραπλεύρου είναι ίση µετην εσωτερική και 
απέναντι και αντίστροφα. 

Απόδειξη 

Έστω ΑΒΙΔ ένα τετράπλευρο εγγεγραμμένο σε κύκλο. θα 


δείξουµε ότι φΞ Α.. Είναι Φ««Γ--150” (1) (ευθεία γωνία) και 
ΓΕΑ -- 180’ (2) (απέναντιγωνίες του εγΥ. ΑΒΓΛ). 


Α 


Απότις (1). (2) έπεται ο Γ- ΓεΑ-σφ-δ. 





Αντίστροφα 
Αν η εξωτερική γωνία ενός τετραπλεύρου είναι ίση µε την εσωτερική και απέναντι. 
τότετο τετράπλευρο είναι εγγράψιµο σε κύκλο. 


Εγγεγραμμένα και εγγράψιµα τετράπλευρα 1509. 


Απόοειξη 
Έστω ΑΒΓΔ ένα τετράπλευρο που η εξωτερική γώνία ϕΞ Α (1) θα δείξουμε ότι αυτό είναι 
εγγράψιµο. Έχουμε ᾧ-εΓ --1800 (2). 


Απότις (1).(2) έπεται ΑΕ Γ --Ι60’., εποµένωςτο ΑΒΓΑ εγγράψιµο. 


Θεώρημα 

Σεκάθε εγγεγραμμένο τετράπλευρο δύο διαδοχικές κορυφές 
βλέπουν την απέναντι πλευρά υπό ίσες γωνίες και 
αντίστροφα. 

Απόοειξη 

Έστω ΑΒΓΛ ένα τετράπλευρο εγγεγραμμένο σε κύκλο. Τότε 


ΦΞΞβ γιατί είναι εγγεγραμµένες που βαίνουν στο ίδιο τόξο ΓΔ. 





Αντίστροφα 
Αν σε ένα τετράπλευρο δύο διαδοχικές κορυφές, βλέπουν την απέναντιπλευρά υπό ίσες 
γωνίεςτότε είναι εγγράψιµο. 

Απόῦὂειξη 

Έστω ΑΒΙΓΛ ένα τετράπλευρο στο οποίο ΦΞ 9/1). Θα δείξουμε 
ότι είναι εγγράψιµο. Έστω ότιτο ΑΒΓΛ δεν είναι εγγράψιµο., 
τότε ο κύκλος που περνά από τις κορυφές Α. Δ. Γ θα τµήσει 
την ΓΒ σ᾿ ένα σηµείο Β΄ διάφοροτου Β. Φέρνουμετην Β΄ Δτότε 


ΦΞΡ(2) ὡς εγγεγραμµένες που βαίνουν στο ίδιο τόξο ΛΓ. 


Απόγτις (1). (2) έπεταιότι ϱΞ ῦ .που είναι άτοπο. 





Θεώρημα 
Κάθε ισοσκελές τραπέζιο είναι εγγράψιµο σε κύκλο και αντίστροφα. 
Απόδειξη 

Έστω το ισοσκελέςτραπέζιο ΑΒΓΔ. Είναι Α..ΔΞΙΣΟ; () ὡς 


εντός και επί τα αυτά µέρη των παραλλήλων ΑΒ. ΔΓ που 
τέμνονται από την ΑΔ. Επίσης λ-ζ (2) ὠςπροσκείμενες στη 


βάση ΔΓ. Απόιτις (1). (2) έπεται ΑΓΓ --180.άρα το ΑΒΓΛ 
είναι εγγράψιµο. 

Αντίστροφα 

Κάθε εγγεγραμμένο τραπέζιο σε κύκλο. είναι ισοσκελές. 
Απόοειξη 


Έστω ΑΒΙΓΛ ένα τραπέζιο εγγεγραμμένο σε κύκλο. Επειδή είναι ΑΒΙΙΓΔ έπεται 





ΑΔ-Ξ1Ι80’ (1). Επειδή είναι εγγεγραμμένο ισχύει: Α.Δδ-ΑΓ-Λλ-Γ. αράτο ΑΒΙΛ 


εἰναιισοσκελές τραπέζιο. 


160. Εγγεγραμμένα και εγγράψιµα τετράπλευρα 


ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 


Παράδειγμα 1. Δύο κύκλοιτέμνονται στα Α. Β. Απότα Α. Β φέρνουμε δύο τέµνουσες 
ΕΑΛ και ΕΒΖ. Να αποδείξετε ότι οι χορδές ΙΓ Ε και ΔΖ, είναι παράλληλες. 

Απόδειξη 

Φέρνουμετην ΑΒ τότε ΦΞ Ε (1) γιατί ή φ εἶναι εξωτερική στο 
εγγεγραμμένο ΑΒΕΙ. φ--ΖΞ2ορθές. (2) γιατί είναι απέναντι 
γωνίες του εγγεγραµµένου ΑΔΖΒ. Από τις (1). (2) έχουµε 
Ε--ΖΞ2ορθές Επομένως ΤΕΙΔΖ. 





Παράδειγμα 2ο. Δίνεται εγγεγραμμένο τραπέζιο ΑΒΙΛ σεκύκλο (Κ.Β). Να αποδείξετε 
ότι ο κύκλος που περνά από τα Β. Ἰκ. Δ. περνά και από το σηµείο της τοµής των µη 
παραλλήλων πλευρώντου. 

Απόδειξη 

Επειδή το τραπέζιο ΑΒΓΛ είναι εγγεγραµένο θα είναι ισοσκελές 
και επομένως Β- Γ--ἁ. Από το τρίγωνο ΕΒΙ έχουμε 
Εγακᾶ-Ι680’ «Βε2-160"(1). Επειδή όµως Κ-24 


(εγγεγραμµένη και η αντίστοιχη επίκεντρη) η (1) γίνεται: 





ΕΕΚ -Ι80-. άρατο ΕΒΚΔ είναι εγγράψιµο. 


Παράδειγμα 2ο. Από ένα σηµείο Ε του ύψους ενός τριγώνου ΑΒΙ φέρνουµετις κάθετες 
ΕΖ, ΕΗ στιςπλευρές ΑΒ. ΑΙ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότιτο Β2ΗΙ είναι εγγράψιµο. 
Απόδειξη 

Για να δείξουµε ότιτο ΒΖΗΙ είναι εγγράψιµο αρκείνα δείξουμε 


ότι ΓΒΖΗ --Ι80". Επειδή Β2Ε --90᾽ αρκείνα δείξουµε ότι 
ΕΖΗ-ΕΓ--9ο0. Από το ΑΖΕΗ που είναι εγγράψιµο 


(2 -Π -ο0)) η ΖΕΗ - ΕΛΗ, εἰναιόµως ΕΛΗ «[--90” από 





το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΓ, άρακαι ΖΕΗ -Γ.--9ο0». 


Παράδειγμα 4ο. Να αποδείξετε ότι τα ύψη κάθε τριγώνου 
είναι διχοτόµοι των γωνιώντου ορθικού του τριγώνου. 
Απόδειξη 

Έστω ΑΗΙ ένατρίγωνοκαιΑΔ.ΒΕ. ΙΤ Ζτα ύψητου. θα δείξουμε 


ότι 7Ξῶ. Το τετράπλευρο ΒΔΗΑ είναι εγγράψιµο 





(Δ--Π-.90"] άρα ω--κ (1) Όμοια γ--ϕ (2) απότοΔΖΗΓ. 


Επειδή ἄΞ ῷ (απότο εγράψιµο ΒΖΗΓ) απότις (1). (2) έχουµε ΤΞῶ. 
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ΠΗΕΡΙΓἘΕΓΡΑΜΜΕΝΑ ΚΑΙ ΠΕΡΙΓΡΑΨΙΜΑΤΕΤΡΑΠΛΕΥΡΑ 


|) Ένα τετράπλευρο λέγεταιπεριγεγραμµένο σε κύκλο όταν οι 
πλευρές του εφάπτονται στον ίδιο κύκλο. 
Π) Ένα τετράπλευρο λέγεται περιγράψιµο σε Κύκλο όταν 


µπορεί να γραφεί κύκλοςπου να εφάπτεται στις πλευρέςτου. 





Ρ ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΑΣΚΗΣΕΩΝ 


Για να αποδείζουµε ότι ένα τετράπλευρο εἴναι εγγράψιµο αποὀδεικνύουµε ένα απο τα επό- 
μενα (κριτήρια) 

]. Δύο απέναντι γωνίεςτου είναι παραπληρωματικές. 

2. Μία εξωτερική γωνία του είναι ίση µετην απέναντι εσωτερική. 


3. Δύο διαδοχικές κορυφές, βλέπουν την απέναντι πλευρά µε 


ίσες γωνίες. 





π.χ στο διπλανό σχήµα ισχύουν: Α, -Β, ι ΞΛ, Α., -λ, 
Β.ΛΞΙΦΟ’, ΑΤ --180' 
Δ- Βα Α-δα  Β -Δα . Γ- Λα 


Για να αποοείζουµε ὅτι ένα τετράπλευρο εἴναι περιγράψιµο αποὀεικνύουµε ἕνα απο τα 
επόμενα (κριτήρια) 

].. Οι διχοτόµοι των γωνιών του διέρχονται από το ίδιο 
σηµείο. 


2. Τα αθροίσµατα τῶν απέναντι πλευρών του είναι ίσα. 





ΑΒ ΓΙΑΞΑΔ{ΓΒΙ 
ΟΑ.ΟΒ.ΟΓ.ΟΔ: διχοτόµοι 
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1. ΑΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Άσκηση 1 
Στοτρίγῶνο ΑΒΙ ο εγγεγραμμένος κύκλος εφάπτεται στις πλευρές, στα σηµεία Δ. Ε.,, 7, 
και οπαρεγγεγραμµένος κύκλος εφάπτεται στη ΒΙ στο Η και στις ΑΒ. ΑΙ στα Μ και Ικ. 
Να δείξετε ότι ισχύουν: 
Ι.ΑΖΞΑΕΞτ-α 

Π.ΑΜΞΑΙΚΞτΤτ.7ΝΞα 


ΙΙ, ΗΑΞΙΡ-Υ 








Λύση 


Ι.ΑΕΞΑΖΞΑΒΕΒ- ΒΖΞΥ-ΒΔΞΥ-ί(ία-ΔΙΠ)Ξγ-αττΕΞ 
Ἔγ-ατβ-αΑΒ. 


Οπότε είναι 2ΑΕ -β4Υ-α ΑΕ Α2-Γσ---τ-α 





Επίσης: ΒΖΞΒΔΞτ-βΡ.ΤΏΞΙΔΞτ-}. 
Ππ. Ὄχουμε ΑΜΞΥΕΒΜ.ΑΚΞΡ ΕΙΚ και ΑΜΤΈ«ΞΑΙΚ. 


Τότε είναι 
2ΑΜΞΡΞΕΥΕΒΜΑΕΠΙΕ Ο2ΑΜΞΡΑΓΥΓΒΗΗΓ 2ΑΜΞαβΕγΥ«» 


ο αβ ΕΥ 


ΑΜ Ξ-τκαι ζσΜΞΑΜ- ΑΖξτ-(ίτ-α)-α 


ΙΙ, Είναι ΗΔΞΒΔ-ΒΗΞΤτ-β-ΒΜΞΤ-β-(ΑΜ-Υ)Ξτ-β-ΑΜ{4ΥΞΙΒ-Υ 






Άσκηση 2 
Κύκλος µε κέντρο Κ εφάπτεται στις πλευρές ΑΖ, και ΑΡ γωνίας 
2ΑΡ στασημείαβκαι[. Ανη ΑΚ τέμνειτο κύκλο στοσηµείο0. 
να δειχθεί ότιτο Ο είναι το έγκεντρο του τριγώνου ΑΡΒΙΠΙ. 


Λύση 


Η ΑΙ είναι διχοτόµος.Αρκεί να δείξουµε ότιη ΒΟ είναι επί- 
σης διχοτόµος. 

Είναι Β, οα Δι "ως γωνία εγγεγραμµένη ίση µε τη γωνία 
χορδή - εφαπτοµένης και Β, Ξ- Δι διότι είναι οξείες γω- 
νίες µε κάθετες πλευρές. 

Ἐτσι είναι Β, Ξ Β, που σηµαίνει ότιη ΒΟ είναι διχοτόµοςτης 
γωνίαςΒτου ΑΒΙ/Ι. Άρατο Ο είναι ἐγκεντροτουτριγώνου ΑΒΙ. 
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Άσκηση 3 

Από τυχαίο σηµείοτου περιγγεγραµµένου σετρίγῶνο κύκλου φέρνουµετις κάθετες στις 
τρεις πλευρές του. Να δειχθεί ότι τα ίχνη τῶν τριών καθέτων βρίσκονται σε ευθεία 
γραμμή (ευθεία δἱΠ1Ι50Π). 


Λύση 


Τα τετράπλευρα ΑΖΜΕ και ΜΖΔΙ είναι εγγράψιµµα αφού τα 
σηµεία Ζ, Ε βλέπουν το ΜΑ µε ορθή γωνία καιτα σηµεία Ζ, 
Δβλέπουν το ΜΙΤ µε ορθή γωνία. Οπότε 


Μ, -- Ζ, και Μ. -- 2, «Άρα Ζ, Ξ- ” «Τότε είναι 
Ζ, ΚΕΖΓ -- 1805 «» 2, ΚΕΖΓ --Ι80’. επομένως η ΕΖΔ είναι 


ευθεία. 





Άσκηση 4 
Στο κύκλο (Κ.Ε) παίρνουµετη διάµετρο ΓΔ. Από δύο σηµεία Α και Βτου ίδιου ημικύκλιου 
φέρνουµετις αποστάσεις ΑΑ΄ και ΒΒ΄ στην ΓΛ. Αν Ι Ἐ είναιη απόστασητου [ απότην ευθεία 


ΑΒ. να δειχθεί, ότι: α) ΕΒ΄/ΔΑ .β) ΓΕΑ’ - ΕΒ;Α'. 


Λύση 


α) Από το εγγράψιµο ΕΓΑ΄Α(ΓΡΑ ΞΑΑ΄Ι. -90" 
έχουμε: 

ΓΕΑ΄ -- Α, και Α, . Δι (έχουν κάθετες πλευρές). 

Απότο εγγράψιμο τετράπλευρο ΕΓΒ΄Δ έχουµε: ΕΒΤ - Β, 


και Δι -Β,. Δι Ξ-ΕΒΤ «5 ΕΒ΄/ΔΑ. 





Α 


β) Είναι ακόµα: ΓΕΑ΄ - Γ -- Δι Ξ- β” ΞΕΒ΄Α’. 


Άσκηση 5 

Δύο κύκλοι(Α.Ε) και (Β.0) εφάπτονται εξωτερικά στο κ. Αν ΓΛ. ΕΖ,τα κοινά εξωτερικά 
εφαπτόµενα τμήματα. να δειχθεί ότι: το τετράπλευρο ΓΛΕΖ είναι περιγράψιµο σε κύ- 
κλο. 


Λύση 


Έστω Ρτο σηµείο. το σηµείο τομής των κοινών εφαπτόμενων των κύκλων. Απότα ισοσκε- 
λή τρίγωνα ΡΔΕ και ΡΓΖ έχουμε: 
2Γ4Ρ-2ΔΗΡςΓ-ΔΤΖ/ΔΕ. 
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Άρα το 2ΙδΔΕ είναι τραπέζιο. Επειδή ΤΔΞ ΗΖ το 
41ΔΕ εἰναιισοσκελέςτραπέζιο. Φέρνουμετην εσῶώτερι- 
κή εφαπτομένη ΗΘ. Τότε ΔΗΞ- ΚΗ - ΙΤἩΗ(ίσα εφαπτό- 
μενα τμήματα). Άρα τα σηµεία Η και 8 είναιτα µέσα των 


Γ2:ΔΕ 
ΓΔ και ΕΖ.που σηµαίνειότι ΗΘ/- πο (1). Επειδή 


ΚΗ - ο και ΚΘ - ο έχουµε ΗΘ - σος (2). Άρα 





Γ2.ΔΕΞΙΔ-ΓΕΖ «που σηµαίνει ὀτιτο τετράπλευρο ΖΓΔΕ είναιπεριγράψιµο σε κύκλο. 


Άσκηση 
Σεορθογώνιοτρίγὠνο ΑΒΙ (; Ξ 00”).να δειχτείότι: βΓγΞ2ρτα. 


Λύση 
Το ΟΔΙ 2 είναι τετράγωὠνο., αφού ισχύουν : 


(Γ-Α-2-90Δ-07-Μ). 


Επομένως[ΔΞ ΓΤ2Ξρ. Είναι καιΑΔΞΑΓΕΗΚαιΒΖΞΒΕ (Ως 
ίσα εφαπτόµενα τμήματα). Άρα 





β.ΕΥΞΓΗΓΑΞρ{ντρμΞ-2ρή(μεν)]Ξ2ρ-α. 


Άσκηση 7 

Τρίγωνο ΑΒΙ είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο («.ρ). Φέρνουμε την εφαπτομένη στο Β και 
ευθεία επαράλληλη στην εφαπτομένη αυτή. που τέµνειτην ΒΙ στο σηµείο Ε.καιτην ΑΒ στο 
σηµείο Δ. Να δείξετε ότιτο τετράπλευρο ΑΛΕΙΤ είναι εγγράψιµο. 


Λύση 


Είναι φΞ Γ "ως γωνία χορδής και εφαπτοµένηςτπου είναι ίση 
µε την αντίστοιχη εγγεγραμµένη. 

Είναι ϕ- ΒΔΕ 'αφού ΔΕ παράλληλη στην εφαπτομένη. Άρα 
ΒΛΕ -- [που σημαίνει ὀτιτο τετράπλευρο ΑΙ ἘΔ είναι εγγρά- 
Ψιμο., αφού η εξωτερική γωνία ΒΔΕ είναι ίση µετην απέναντι 





εσωτερική Ι.. 
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Άσκηση ὃ 
Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ -- ΑΓ) .Φέρνουμε το ύψος ΑΑ΄ και έστω Ε το 


ορθόκεντροκαι Κτομµέσοτου ΑΕ. ΙΓ ράφουµετον κύκλο µε κέντρο Κ-και ακτίνα ΚΑ.που 
τέµμνειτην ΑΙ στοΔ. 
Να δείξετε ότιη Α΄ΛΔ εφάπτεται στον κύκλο (Κ«.ΚΑ). 


Λύση 

Το τετράπλευρο ΕΔΓΑ΄ είναι εγγράψιµο ,αφού οι γωνίες Δ και 
Α΄είναι παραπληρωματικές. 

Επομένως ΕΛλΑ΄ - ΕΡΑ΄ -ὃὢ ως εγγεγραμµένες στο ίδιο τόξο. 
Ακόμα είναι ΕΓΑ΄-- Α΄ΑΒ- Α΄ΑΓ-- ῷ (αφού ΑΑ΄: ύψος και 


διχοτόμος ισοσκελούς τριγώνου). Άρα ΕΛΑ΄ -- Α΄ΑΓ δηλ. η 
Α΄Δ είναι εφαπτόµενη. 





Άσκησηθ 
Δείξτε ότιο κύκλοςπου διέρχεται απότα µέσα των πλευρών τριγώνου ΑΒΙ διέρχεται και 
από τα ἴχνη τῶν ύψων του τριγώνου. 


Λύση 


Ο κύκλος που διέρχεται απότα µέσα Ε., Δκαι Ζτου τριγώνου 
ΑΒ/Γ διέρχεταικαι από το ίχνος Ητου ύψους ΑΔΗ. αν δείξουμε 
ότιτο τετράπλευρο ΕΔΖΗ είναι εγγράψιµο. 


Γιαυτό αρκεί να δείξουµε ότι ΔΖΓ-ΔΕΗ. 
Είναι ΔΖΓ -- ΕΔΖ. διότι ΕΔ/ΒΓ. Το τετράπλευρο ΕΔΖΗ είναι 


ισοσκελές τραπέζιο. οπότε ΔΕΗ - ΕΔΖ. Άρα ΔΖΓ-. ΔΕΗ. 
Όμοια αποδεικνύεται και για τα υπόλοιπα ίχνη. 





Άσκηση 10 
Αν η διχοτόµοςτης γωνίας Α οτριγώνου ΑΡΒΙ.τέµνειτον περιγεγραμμένοτου κύκλουστο Μ 


και η διχοτόµος της γὠνίας Β τέµνειτην ΑΝ στο Δ. να δείξετε ότιτο τρίγῶνο ΜΕΒΔ είναι 
ισοσκελές. 
Λύση 


Α 


Επειδή η ΑΜ είναι διχοτόµος της Α .θα ισχύει: Α, ΞΑ, ----. Ἐπίσης και Β, αξ Β, τς 


2 


ο [1 
|) 
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αφού η ΒΔ είναι διχοτόµοςτης Β .Ἐχουμε: 

.Μ-Τ ως εγγεγραμµένες γωνίες που βαίνουν στο τόξο 
ΛΒ. 

. ΜΗ -- Α, ως εγγεγραµµένες γωνίες που βαίνουν στο 





τόξο ΜΓ. 
Οπότε: 


Α Α Α Α 


ΔΗΜ-Β, ΓΜΗΓ-Β,-Α,------ «ο ο. 





ΒΛΜ 150” -ΔΒΜ-Μ -- 180’ ο η. 150: --ο0” εσ-Ἱ - 905 5 


Α 


- ο Δ 
Άρα ΔΕΜΞ ΒΔΜ Ξ ου" - ,οπότετο ΜΗΒΔ είναιισοσκελές µεκορυφήτο Μ. 


Άσκηση 11 

Δύο κύκλοιτέµνονται στα σηµεία Α και Β. Απότο Α φέρνουμε ευθεία που τέµνειτους κύ- 
κλουςσταΓ. Ακαιαποτο βΒ φέρνουμεευθείαπουτέμνειτουςκύκλους ΙΤ ΄ καιΔ΄. Να δείξετε 
ὐτιοιχορδές ΓΙ΄ και ΑΛ΄ είναι παράλληλες. 


Λύση 


Είναι ΒΑΔΞ ὢ και ΒΑΔΞ Φ .ὠς εξωτερικές γωνίες ΕΥΥε- 
γραμμµένου τετραπλεύρου που είναι ίσες αντίστοιχα µε τις 
απέναντι εσωτερικές. 


Άρα ὢξφ ΔΔ΄/ΓΓ΄ 





Άσκηση 12 

Σεοξυγώνιο τρίγὠνο ΑΒΙ., θεωρούμετα ύψη του ΑΔ και ΒΕ και έστω Η το ορθόκεντρό 
του. Στο ΕΙ παίρνουμετμήµα ΕΖΞ ΑΕ. Να δείξετε ότιτο 

τετράπλευρο ΒΗ2Ι είναι εγγράψιµο σε κύκλο. Α 


Λύση 


Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΓ (Α -- τ-) έχουμε: 
Α,ΕΓ-ο0ς»Α,-οῦ- (1) 





Δ ΑΛΑ 
Οµοίως από το ορθογώνιο τρίγωνο ΒΕΤ (1 --τἰ-) έχουμε: 


Εγγεγραμμένα και εγγράψιµα τετράπλευρα 167. 


Β, -ο0” --ἵ (2) 


Ίο ΑΗ είναι ισοσκελές, αφού το ΗΕ είναι ύψος και διάµεσος, άρα 


Α 


α. ο) ἃ ατα α 
Ζ/-Α «27 -900”-Γ«22-8Βι. Άρατοτετράπλευρο ΒΗΖΓ είναι εγγράψιµο αφού µια 


εξωτερική του γωνία είναι ίση µε την απέναντι εσωτερική γωνία. 


Άσκηση 132 

Από ένα σηµείο Θτου ύψους ΑΛτριγώνου ΑΒΙ. φέρνουμετατμήµατα ΘΝ και ΘΛ κάθετα 
στιςπλευρές Αβκαι ΑΙ αντίστοιχα. Να δείξετεότιτο τετράπλευρο ΒΙΛΜ είναι εγγράψιµο 
σεκύκλο. 


Λύση 


Είναι Μι -- Θ, 'αφού το ΑΛΟΘΜ είναι εγγράψιµο και 
6, Ξ-Γ 'αφού το ΘΛΓΛ είναι εγγράψιµο. Άρα Μι --ἓ που 
σηµαίνει ὀτιτο τετράπλευρο ΤΒΚΛ είναι εγγράψιµο ,αφού η 
εξωτερική γωνία είναι ίση µετην απέναντι εσωτερική. 





Άσκηση 14 
Σετρίγῶνο ΑΒΙ φέρουμµετο ύψοςτου ΑΛ. Από τυχαίο σηµείο Μ του ΑΑ φέρουµετις 
αποστάσειςτου ΜΕ και ΜΖ,απότις ΑΒ και ΑΙ αντίστοιχα. Να δείξετε ότιτο ΒΕΖΙΤ είναι 
εγγράψιµο. 


Λύση 
Το τετράπλευρο ΕΜΔΡΒ είναι εγγράψιµο, αφού 
ΒΕΜ ΒΛΜ -οῦ) ο” -180". 


Άρα ΒΕΜΔ-ΞΙ505. (1) 

Ομοίως και το τετράπλευρο ΑΕΜΖ είναι εγγράψιµο 
(ΑΜ ΑΖΜ --οῦ” ο” -- 1400). οπότε ηπλευράτου ΕΜ 
φαίνεται από τις κορυφές Α και Ζ υπό ίσες γωνίες. 

Ἆρα ΕΑΜΞΕΖΣΜ (2). 





Στοτρίγὠνο ΑΕΜ η ΕΜΔ είναι εξωτερική, οπότε: 
ΕΜΔ-- ΕΑΜ{ ΑΕΜ « ΕΜΑΔ- ΕΑΜ--90-. (3) 
Στο τετράπλευρο ΒΕΖΙ έχουμε: 
κ ἁ ὰ κ ᾱ. Αα ἀ (5), αλ, υ 
Β.ΕΖΓ -- Β(ΕΖΜ-ΜΖΓ)-- Β.Ε(ΕΑΜ -ς90”) -- Β-- ΕΜΔ--180: 
Άρατο ΒΕΖΙ είναι εγγράψιµο., αφού δύο απέναντι γωνίεςτου είναι παραπληρωματικές. 
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Άσκηση 15 

Σεγωνία χοψ παίρνουμε τη διχοτόµο ΟΔ και το εσωτερικό της σηµείο Ρ της λόοψ ΑΝ 
Α.Β.Ι είναι οιπροβολέςτου Ρ στιςηµιευθείες 0Δ. ΟΣ. Οψ. να δειχθεί ότι; 

α. Τα σηµεία Ο. Β.Α. Ρ, Ι εἰναιοµμοκυκλικά 

ῆ.ΔΑΒΕΞΑΙ. 


Λύση 


α. Τα τετράπλευρα ΑΡΒΟ ΚαιΓΡΒΟ, είναι εγγράψιµα στον κύ- 
Κλο που διέρχεται αποτα σηµεία Ρ, Β., Ο. αφού έχουν τις απέ- 
ναντι γωνίες παραπληρωματικές. 

Άρατα σηµεία Ο.Τ; Α. Ρ, Β είναι ομοκυκλικά. 


β. Επίσης είναι Ο, Ξ- 0, άρα και ΑΒ-- ΑΓ Οηλ.ΑΙΓΞΞ ΑΒ. 





Άσκηση 16 
Δύο κύκλοι (κ. Κ)και(Λλ.ϱ)µμεξ Σρ εφάπτονται εξωτερικά στο σηµείο Α. Απότο σηµείο 
Δτου κύκλου (Λ.ρ) φέρουμε ευθείαπου εφάπτεται στον κύκλο(Λ. ϱ) καιτέµνειτον κύκλο 


(ΚΚ. ϱ) στα σηµεία Β. Γ. Να δείξετε ότιη ΑΛ είναι εξωτερική διχοτόµοςτης γωνίας Α του 
τριγώνου ΑΡΙ. 


Λύση 


Αρκεί να δείξουμε ότι: ΒΑΛΞ ΛΑΔ 

Στοτρίγὠνο ΑΓΛη ΛΑΛ είναι εξωτερική του γωνία. οπό- 
τε; ΛΑΔ -- ΑΓΒ-ΑΔΕ (1) 

Φέρουμε την κοινή εσωτερική εφαπτομένη των δύο κύ- 
Κλων, η οποίατέμνειτης [ΛΑ στοξ. ΤότεΕΑΞ ΕΔσαν εφαπ- 
τόµενα τμήματα από το Ε προς τον κύκλο (Λ. ϱ). Άρα 





ΑΛΕ - ΔΑΕ (2) σαν προσκείµενες γωνίες στη βάση ισο- 
σκελούς τριγώνου. 


Επίσης ΕΔΗ -- ΑΓΗ (3) διότι η γωνία από χορδή και ε- 
φαπτομένη είναι ίση µετην εγγεγραμµένη που βαίνει στο αντίστοιχο τόξο της. 


(2) Ἠ, κ κ κ κ 
Η (9 ΛΑΔ - ΕΛΒΓΔΑΕ 9 ΛΑΔ -ΒΑΔ 


Άσκηση 17 

Σετρίγὠνο ΑΒΙ γράφουµετις εφαπτόμενεςτουπεριγεγραμµένου κύκλου στις κορυφές Β και 
Ε.πουτέµνονται στο σηµείο Μ. Αν Π.Σ.,Ρ εἰναιοιπροβολέςτου Μ στιςπλευρέςτου ριγώνου ΑΒ, 
ΡΙ.ΓΑ αντίστοιχα.να δείξετε ὀτιτο τετράπλευρο ΝΠΙΣΡ εἰναιπαραλληλόγραμμο. 


Λύση 

Τα ΒΣΜΠΙΠ και ΣΜΡΓΤ είναι εγγράψιµα .αφού έχουν τις απέναντι 
γωνίες παραπληρωματικές. Απο αυτά έχουµετις ισότητες: 

5 Ξ8Β, ΞΓ--ΣΜΡ --ὢ.και Σ, -ἰ,-Β--ᾧ .. Άρα ΠΣ//ΜΡ και 
ΜΠΙ/ΣΡ .δηλ. το ΜΙΠΣΡ είναι παραλληλόγραμμο. 
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Άσκηση 1δ 


Αν η διχοτόµος της γωνίας Α τριγώνου ΑΒΙ τέμνει τον περιγεγγραμµένο κύκλο του 
τριγώνου σε σηµείο Δ. να δείξετε ότι; 

α. Το τρίγῶνο ΙΒΛ είναι ισοσκελές, όπου 1 είναιτο εγκεντρο τουτριγώνου ΑΒΙΠΙ. 

β. Το σηµείο Δ είναι περίκεντο του τριγώνου [ΡΙ. 


Λύση 


α. 


Φέρουμετις διχοτόμους των γωνιών Α και Β τουτριγώνου ΑΒΙ. οι οποίες τέμνονται 


στο έγκεντρο 1. Τότε: Α, τς Α, - και Β, ξ Β, -5 Στο 
τρίγωνο 18Δ έχουµε: 


»η γωνίατου ΒΙΔ είναι εξωτερική γωνία του τριγώνου 
ΑΡΙ. οπότε: 











λ ΛΑ Α β ΔΑ ΑΔ Β 
ΒΑ -Β, κά, τς 
το --ᾱ 
ΛΑ ΛΑ Α Α . Β ΑΔ ΑΔ Β 
Ἠ 1θΑ«Β, εΒι «Β,εάνσεσ- : ;. αφού 


Β. Ξ- Α, σαν εγγεγραμµένες γωνίες που βαίνουν στο ίδιο τόξο ΓΔ. Ἆρα ΒΊΔ -- ΙΒΔ 


οπότετο τρίγωνο ΙΒΔ είναιισοσκελές µεκορυφή το δΔ, οπότε: ΔΒΞ ΔΙ (1) 


Α Α 


. Επειδή οι εγγεγραμµένες γωνίες Αι, Α. είναι ίσες, θα είναι ίσες και οι αντίστοιχες 


χορδέςτους, ὁηλαδή ΔΕΞΔΓ (2) 
Από(1]) και(2) έχουµε:ΔΕΞΔΙΞΔΙ:, δηλαδή το Δισαπέχει απότις κορυφές του τριγώνου 
ΙΒ: ἁρα είναι το περίκεντροτου. 


Άσκηση 10 
Σετρίγῶνο ΑΒΙ φέρνουμετην διχοτόµο του ΑΔ καιγράφουµε τους τπεριγεγραµµένους 
κύκλους στα τρίγώνα ΑΔΗ και ΑΛΙ που τέμνουν τις πλευρές ΑΙ και ΑΒ στα σηµεία Ε 


και 7, αντίστοιχα. Να αποδείξετεότι Β2ΞΙΕ. 
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Λύση 


Φέρνουμετις ΔΖ και ΔΕ και συγκρίνουμετατρίγώνα ΒΔΖ και ΔΕ. Αυτά έχουν: 


ΔΕ-- ΔΕ και ΔΖΞ ΔΙ σαν χορδές ίσων τόξων, και Δι -- Δ, (γιατί η Δι -Ά ως εξωτερική 


του ΑΖΔΙ , όμοια » -Α σαν εξωτερικήτου ΑΕΔΡΒ). 


Άρα τατρίγωνα ΒΔΖ και ΔΕΙ είναιίσα και απὀ την ισότητα αυτών έπεται ὀτιείναι Ε2ΞΙΧἘ. 


Άσκηση 20 

Σετρίγὠωνο ΑΒΙ θεωρούμετα ύψητου ΒΛκαι[ἘΕ. Αν Η το ορθόκεντρο του τριγώνου 
ΑΕΒΙ. Υ το µέσοτης πλευράς ΑΒ και Ντο µέσοτου ΗΒ. να αποδείξετε ὀότιτο τετράπλευ- 
ϱροΔΜΕΝ είναι εγγράψιµο. 


Λύση 


Στο ορθογώνιο τρίγῶνο ΑΗΒΔ η ΜΔ είναιη διάµεσοςτου 
που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα του ΑΒ. Άρα 


ΔΜ - ο Ξ ΑΜ. Συνεπώςτοτρίγωνο ΑΔΜ είναιισοσκε- 





λές µε κορυφή το Μ, οπότε Δι Ξ-Α (1) ως προσκείµενες 


γωνίες στην βάση του ΑΔ. Τότε για την εξωτερική γωνία 
. . . ο μα « 
Μ, τουτριγώνου ΑΔΜ έχουµε: Μ,ΞΑ ΔΙ «ΜΙΞ2Α (2). 
Το τετράπλευρο ΑΛΔΗΕ έχει ΑΛΗ- ΑΡΗ -ο0” -κο0” --1505, δηλαδή δύο απέναντι γωνίες 


του είναι παραπληρωματικές, οπότε είναι εγγράψιµο. Συνεπώς θα ισχύειότι Π,ΞΑ (3). 
αφού κάθε εξωτερική γωνία εγγράψιµου τετραπλευρού είναι ίση µετην απέναντι εσωτερική. 
Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΕΗ η ΕΝ είναι διάµεσος που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα ΒΗ. 


Ἆρα ΕΝ - ὰ Ξ ΝΗ . Δηλαδή τοτρίγωνο ΕΝΗ είναιισοσκελές µεκορυφή Ν. Άρα Π, Ξ- Ε, 
(4) ὠς προσκείµενες γωνίες στη βάση του. Οπότε γιατην εξωτερική του γωνία Ν, έχουμε: 


---υ-υ--- --- - 
Ν,ΞΕ ΓΗ Ν, -2Η,«ΣΝ, -ὺὶ Μ,. Ἀρατοτετράπλευρο ΔΜΕΝ είναι εγγράψιµο, αφού 


µια εξωτερική γωνία του είναι ίση µε την απέναντι εσωτερική. 
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Δ. ΗΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


1. Σετρίγωνο ΑΒΙ γράφουµετον περιγγεγραμµένο κύκλο µε 
κέντρο το. Αν Ρτο αντιδιαµετρικότου Α. Μ το µέσο της 
ΒΙΓ:, Η και Θ το ορθόκεντρο καιτο βαρύκεντρο του τριγώνου 
ΑΒΓ αντίστοιχα.να δείξετε ότι: 

α. Το ΡΒΗΙ είναι παραλληλόγραμμο 
β.ΚΜ-ὸ 
2 
γ. Τα σηµεία Η. 8. Κ είναι συνευθειακά (ευθεία του ΕΙΙ6γ) 
ὃ.ΗΘ-2:9. 





2. Σετρίωνο ΚΛΜ. έστω Ο το έγκεντρο και Ν το σηµείο. που η 
διχοτόμοςτης γωνίας Κ.τέµνειτον περιγεγραμµένοτου κύκλο. Να 


αποδείξετεότι ΝΜΞΝΟΞΝΛΑΛ. 


3. Να αποδείξετε ότιτα ύψη οξυγωνίου τριγώνου είναι εσωτερι- 
κές διχοτόµοιτου ορθικού του τριγώνου. 





4. Έστω δύο κύκλοι µε κέντρα Ο και![/ που εφάπτονται εξωτερι- 
κά στο σηµείο Κ.. Απότο Κ φέρνουμε ευθεία. που τέμνει τους 
κύκλους στα σηµεία Ρ και Σ αντίστοιχα. Φέρνουμετην κοινή 
εξωτερική εφαπτόµενη ΜΙΝ. Αν οι ΡΜ. ΣΝ τέμνονται στο 
σηµείο Λ.να δείξετε ὀτιτοτετράπλευρο ΚΜΛΝ είναι εγγράψι- 


μο. 





5. ΣΕ Κύκλο µεκέντροτο Κ φέρνουμε µία χορδή ΓΛ που διέρχε- 
ται απὀ το µέσο Λ χορδής ΣΤ. φέρνουμε τις εφαπτόµενες 
στα σηµεία Γ και Δ. που τέμνουν την ευθεία ΣΤ στα ΡκαιΖ 
αντίστοιχα. Να δείξετε ότιοιΡΣ και ΤΖ είναιίσες. 
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Α Β 
6. Θεωρούμε ισοσκελέςτραπέζιοτέτοιο ώστεη διάµεσοςτου να είναι 
ίση µε µία από τις µη παράλληλες πλευρές του. Να δείξετε ότιτο 
τραπέζιο είναι περιγράψιµο σε κύκλο. “ 
Δ Γ 


7. Σετρίγὠνο ΑΒΙ ονομάζουμε Δτο έγκεντρο και Ε το παράκεντρο της 
πλευράς ΑΙ. Να δείξετε ὀότιτο τµήµα ΔΕ διχοτοµείται από τον περιγγε- 
γραμμένο κύκλοτουτριγώνου. 





δ. ΤετράπλευροΑβΒΙΛ είναι εγγεγραμμένο σεκύκλο (Κ.ϱ). Φέρνουμετις 
ΓΕ και ΒΖ κάθετες αντίστοιχα στιςΒΔ.ΑΙΓ . Να δείξετε ότιοι ΕΖ και 
ΑΔ είναι παράλληλες. 





9. Δύο κύκλοι τέμνονται στα Α.Β. Αν Σ είναι ένα σηµείο του ο 
πρώτου κύκλου καιοιΣΑ. ΣΒ τέμνουν τον άλλο κύκλο στα 
Γ και Δ, να δείξετε ότι η ευθεία που διέρχεται από το Σκαι σ 
από το κέντρο Κ του πρώτου κύκλου είναι κάθετη στη ΙΔ. 


10. Στο τρίγωνο ΑΒΙΓ κατασκευάζουµε δύο κύκλους, που διέρχο- 
νται απότις κορυφέςτου Ακαιβ καιτέμνουντιςπλευρές ΑΓ και 
ΒΙ οένας στα σηµεία Δ. Εκαιο άλλος στα σηµεία Δ΄ καιξ’. Να 
δείξετε ότιΔδΕκαιΔ΄Έ΄ είναι παράλληλες. 
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1. Γράφουμε κύκλο (Ο.Ρρ).Ἐστω Κ.το µέσο ενός κυρτογώνιου τόξου 
ΑΒ και[, Δ δύο σηµεία του µη κυρτογώνιου τόξου ΑΒ.. Αν οι 
χορδές ΚΙ καιΚΛτέμνουν την ΑΒ στα σηµεία Λ και Μ. να δειχ- 
θεί ότιτο τετράπλευρο ΓΤΛΜΔ είναι εγγράψιµο. 


12}. Γράφουμετη διάµετρο ΑΒ κύκλου (Ο,Ρ) και δύο χορδές ΑΙ και 
ΑΔτου κύκλου εκατέρωθεν της διαμέτρου. Αν η εφαπτόµενη στο 
Β.τέµνειτις προεκτάσειςτων ΑΙ και ΑΔ στα σηµεία Λ και Μ.να 
δείξετε ότιτο ΓΛΜΔ είναι εγγράψιµο σε κύκλο. 





13. Στο µη περιγράψιµο τετράπλευρο ΑΒΙΑ ονομάζουμε Α 
ΕΚ.Λ.Μ.Ν. τα σηµεία όπου τέμνονται οἱ διχοτόµοι των γῶ- 
νιώντου. Να δειχθεί ότι το ΚΛΜΝ είναι εγγράψιµο σε κύκλο. 


Δ μ 


14. Αν οιπλευρές ΑΒ και ΓΔ εγγεγραμμένουτετράπλευρου ΑΒΙ Δτέμνονταιστο Ε καιοιπλευ- 
ρές ΑΔκαιβΒ/! στο Ζ καιη διχοτόµοςτης γωνίας Ε τέµνειτιςΒΙ;, ΑΔ στασηµεία Κ. Μ και 
η διχοτόµοςτης Ζ τέ μνειτιςπλευρές ΓΛκαιΑΒ. στα Δ. ΡΒ,να δείξετε ότι: 
α. Οι διχοτόµοιτων Ε και Ζ τέμνονται κάθετα. 
β. Το τετράπλευρο ΚΛΜΡ, είναι ρόµβος. 


Δ. Το ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ ΘΕΜΑ 


Στο ορθογώνιοτρίγῶνο ΑΒΙ (Α Ξ 00”) έστω Ο τοκέντροτου εγγεγραμμένουτου κύκλου 
καιλΛ. Μ και τα σηµεία επαφής αυτού μετιςπλευρέςΒΙ. ΓΑ και ΑΒ αντίστοιχα. Αν Ρ είναι 
η προβολήτου Μ στην ΚΛ. να δείξετε ότι; 

α)τοτρίγώνο ΑΡΙ είναι ορθογώνιο και 

β)τασημεία Α. Μ. Ο. Ρ και ]κ. είναι ομοκυκλικά. 


Αναλογίες 





Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ Τ Ν(ΟΣΕΙΣ ΟΕ ΟΡΙΑΣ 


Λόγος δύο ευθυγράµµων τμημάτων ΑΒ και ΓΔ ονομάζεται ο θετικός αριθµός λ για τον 


οποίοισχύει: ΑΒΞλ.ΓΔ«» ο πλ 
ΓΔ 
Μέτρο ενός ευθυγράµµου τµήµατος ονομάζεται ο λόγοςτου μεγέθους προς το µέ-γεθος 
ενός άλλου ευθυγράµµου τμήματος που θεωρείται σαν µονάδα μέτρησης. 
Πόρισμα: Δυο ίσα ευθύγραμμα τµήµατα έχουν ίσα µέτρα και αντιστρόφως. 
Θεώρημα: Ο λόγος δύο ευθυγράµµων τμημάτων ισούται µετο λόγο των µηκών τους ὡς 


προς την ίδια µονάδα μέτρησης και είναι ανεξάρτητα από τη µονάδα μέτρησης. 


Αναλογία είναι η ισότητα λόγων. Η σχέση ' Ξ . Ξλ. είναι αναλογία µελόγολκαι όρους 


τα τμήματα α.β.Υ.ὸ. Ἔτην πιο πάνω αναλογία τα τμήματα α και γλέγονται ανάλογα των β 
και ὃ. Τα α και ὃ λέγονται άκροι όροι ενώταβ καιγ µέσοιτης αναλογίας. Ο τέταρτος όρος 


/ / / { α / / / / 
ὁ λέγεται τέταρτη ανάλογοςτωνα, βκαιγ. Στην αναλογία ρ Ξ . οι µέσοι όροι είναι ίσοι. 
γ 


Αυτή η αναλογία λέγεται συνεχής και ο β λέγεται µέση ανάλογος ή γεώωμετρικός µέσος 
των α και γ. 


Ιδιότητες των αναλογιών. 


ο κ ου κ 
ο το... 
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Αρµονική διαίρεση ευθυγράµµου τμήματος 

Σε κάθε ευθύγραμμο τµήµα ΑΒ, για κάθε εσωτερικό σηµείο Μ του ΑΒ υπάρχει ένα εξωτε- 
ΜΑ ΝΑ 

ΜΒ ΝΒ 

Τα σηµεία Μ και Ν ονομάζονται αρµονικά συζυγή των Α και Β καιτα τέσσερα σηµεία Α. 
Μ. Β. Ν λέγονται αρμονική τετράδα. 


ρικό σηµείο Ν του ΑΒ τέτοιο ώστε: 


Ιδιότητες 
1. Τα σηµεία Ν και Μ βρίσκονται προςτο ίδιο µέροςτου µέσουτου ΑΒ. 
2. Αρμονικό συζυγέςτου µέσου δεν ορίζεται. 


3. Αν τα Μ και Ν είναι αρμονικά συζυγή των Α και Β, τότετα Α και Β είναι αρμονικά 
συζυγή των Μ και ΑΝ. 


4. Αν Οτο µέσοτου ΑΒ τότεισχύει ΟΑ΄ -ΟΜ.ΟΝ και αντίστροφα. 


2 1 1 
5.» κάθε αρμονική σηµειοσειρά ισχύει: ------Ὅ-------- 
ΡΗ η σημ ρ χ ΑΒ ΑΜ ΑΝ 


Θεώρημα Θαλή 


Αν (τρεις τουλάχιστον) παράλληλες ευθείες τέµνουν δύο άλλες 
ευθείες, ορίζουν σ᾽αυτές τμήματα ανάλογα. 
Δηλαδή µε βάση το διπλανό σχήμα ισχύει η αναλογία: 

ΑΒ. ΒΓ. ΑΓ 

ΔΕ ΕΖ δΔΖ 


Θεώρηματου Θαλή σετρίγῶὠνο 

Αν µια ευθεία είναι παράλληλη προς µια πλευρά τριγώνου. τότε 
διαιρεί τις δύο άλλες πλευρές εσωτερικά ή εξωτερικά στον ίδιο 
λόγο και αντιστρόφως. 





Θεώρημα εσωτερικής διχοτόµου 
Η εσωτερική διχοτόµος γωνίας τριγώνου χωρίζειτην απέναντι πλευρά σε λόγο ίσο 
µε το λόγο των προσκείµενων πλευρών. Δηλαδή, στο διπλανό σχήμα για τη διχοτό- 


μο ΑΔ ισχύει: ο -- ἱν 
ΓΔ 


Αναλογίες πο 





Θεώρημα εξωτερικής διχοτόµου 


Αν η εξωτερική διχοτόµος µιας γωνίας τριγώνου τέµνειτο φορέα της απέναντι πλευράς, 
τότε χωρίζει εξωτερικά αυτή την πλευρά σελόγο ίσο µετο λόγο των προσκείμενωνπλευ- 


ο ; ; : ν «αι. ΑΡ ΒΕ 
ρών. Για παράδειγµα, στο παραπάνω σχήμα για τη διχοτόµο ΑΕ ισχύει: ---- 
ΑΓ. ΤΕ 
Παρατήρηση 
Επειδή -- -. ο -- ΒΑ τα σηµεία Δ και Ε είναι αρμονικά συζυγή των Β και 1. 
ΑΓ ΤΕ ΑΓ 


Υπολογισμός των ευθύγραμµµῶων τμημάτων στα οποία οι διχοτόµοι διαιρούν την απένα- 
ντιπλευρά. 


Λες .... μι ου ---ᾱ- 


ΡΕ. ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΑΣΚΗΣΕΟΝ 





Βλέπε “αναλυτική” μέθοδος στο µάθηµα 0. 
Ι. ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Άσκηση 1 
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΙ. ΑΛ διάµεσος αυτού και ΔΕ. ΔΖ,οι διχοτόµοι τῶν γωνιών ΑΛΒ και 
ΑΛΙ (ΗΕ, Ζπόάνωστις ΑΒ και ΑΙ αντίστοιχα). Να αποδείξετε ότι ΕΖΗ/ΡΙ. 

Λύση 

Από το θεώρημα διχοτόµων στο τρίγωνο ΑΒΔ (ΔΕ διχοτόµος) 





έχουμε: ΕΑ . ΔΑ 
| ΕΒ ΔΒ 

Από το θεώρημα διχοτόµων στο τρίγωνο ΑΔΙ (Δ7 διχοτόμος) 
ΖΑ ΔΑ 
έχουμε: ο ος 
2 ΔΝ 


Επειδή ΔΒΕΞ ΔΙ θα είναι ΔΑ - ο. οπότε ω, -- -. που σηµαίνει ΕΖ/ΗΒΙ.: 
2Γ 


ΔΕ ΔΙ ΕΓ 
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Άσκηση 2 

Δίνεται ημικύκλιο µε διάµετρο ΑΒ καιοι ε- 
φαπτόµενες ΑΧ και ΒΥ προςτο ίδιο µέροςτης 
διαμέτρου. Φέρουμε εφαπτομένη σε τυχαίο 
σηµείο Μ του ημικυκλίου που τέµνειτην Αχ 
στο Ι. την ΒΥ στο ΑΔ και την προέκταση της 


ΓΜ ΕΓ 


ΑΒ στο Ε. Να αποδείξετε ότι: ----- 
ΔΜ ΕΔ 





Λύση 
ἴ-- .--- Δ Δ 
Στο τρίγωνο ΟΜΕ είναι Ο, -0Ο, (διότι ΟΜΔ-Ξ- ΟΔΒ) δηλαδή η ΟΔ είναι η εσωτερική 


Ανα 


διχοτόμος του τριγώνου ΟΜΕ. Άρα: ιός, 
ΔΕ ΟΕ 


-- ωωῤσθος, Δ Δ 
Επειδή Ο.-0Ο, (διόι ΟΑΙΓΞΟΜΙ )η ΟΓ είναι εξωτερική διχοτόµος του τριγώνου 


ΟΜΕ. Άρα ή ΟΜ 2 
Ἑ 


ΟΕ 

ΑΜ ΠΜ ΤΕ ΤΜ 
ΔΕ ΤΕ . ΔΕ ΔΜ 
Τα σηµεία ΙΤ; Δ. Μ. ΕΒ αποτελούν αρμονική τετράδα. 


Απόγτις σχέσεις (1) και (2) έχουµε: 


Άσκηση 2 
Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΙΓΆΑ και σηµεία Ε. και Ζ επίτων ΑΒ και ΒΛ. Φέρουμε Ε2Ζ//ΑΔ 
και 2Η//ΤΓΛ. Να αποδείξετεότιΕΗ/ ΑΙ. 





Λύση 
Είναι ΕΖ/ΑΔ«» .. - . Είναι: ΖΗ//ΓΔ «5» - «ος ο 
ΕΑ 7Δ ΗΙΓ ᾖ7δΔ 
Απότις παραπάνω σχέσεις αυτές έχουµε: -. - οι οπότε ΕΗ/ΑΙ. 
ΗΤ 
Άσκηση 4 


Απότο µέσο Μ πλευράς ΒΙ τριγώνου ΑΒΙ φέρνουμε ευθεία παράλληλη προςτη διχοτό- 
µο της γωνίας Απουτέμνειτην ΒΑ στο Εκαιτην ΑΙ στο 2Ζ. Να αποδείξετεότιβεΞ{2. 
Λύση 


Επειδή: ΑΔ/ ΜΕ «» -. ες ελλ (1) 
ΑΕ δΔΜ 
ϱΖ ΤΜ Τζ ΒΜ 


(2) 


και τσ ἡ -ἵ----- 
ΑΖ ΔΜ ΑΖ ΔΜ 
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Από ο ο --- - ᾱ 
πότις σχέσεις (1) και (2) έχουµε: ΑΕ Α7 ) 
Επειδή είναι Α, Ἕ Α. (ΑΔ: διχοτόµος Ά) και Α, Ἕε Ε, . Α. Ξς . (ΑΔ//ΕΖ2) έχουµε ότι 


Ζ, Ξ- Ε, δηλαδή Αύ:-- ΑΗ .Η σχέση (3) επειδή ΑΖΞ ΑΗ γίνεταιΒβΕΞΤΓΖ. 























Άσκηση 5 
Αν Ο είναιτο σηµείο τομής των διχοτόμων τριγώνου ΑΒΙ καιΓλΛη διχοτόµοςτης γωνίας 
..... Οδ γ 
Ε.να αποδείξετε ότι; στ 
ΟΙ α--β 
Λύση 
Στο τρίγωνο ΑΔΙ από το θεώρημα διχοτόµων έχουµε: 
Οδ ΑΔ 
το ο 
ΟΓ ΑΙ 
Στο τρίγωνο ΑΒΙ; από το θεώρημα διχοτόµων, έχουµε: 
ο το ο ο... 
ΔΒ -α ΔΒ ΑΔ α-β γ α-β 
ΡΥ 
Οδ ΑΔ 1- 
Οπότε ΑΔ η «Με αντικατάσταση στην (1). έχουµε: ----Ἔ---Ξ . ---. 
α--β ΟΙ ΑΙ β α-β 
Άσκηση 6 


Από σημείο Ο εκτός κύκλου («.ρϱ) φέρνουμετα εφαπτύόμενα τμήματα ΟΑ και ΟΒ καιτη 
διάµετρο ΓΔ. Αν η ΑΒ τέµνειτην ΓΔ στο Ε να αποδείξετε ότιτα σηµεία Γ και Δ είναι 
αρμονικά συζυγή των Ο και Ε. 

Λύση 

Είναι Α, Ξ- η (Η υπό χορδής και εφαπτοµένης γωνία, 
εἰναιίση µετην εγγεγραµµένη. που αντιστοιχεί στο τόξο 


της χορδής) και Α. Ξ 5 (εγγεγραμµένες στα ίσα τόξα 
ΑΔ. ΔΒ). 


Άρα Α. -- Ά, -- Γι , οπότε η ΑΔ είναι διχοτόµος στο 





τρίγωνο ΕΑΟ. Επειδήη ΑΓ | ΑΛ {( ΓΑΔ --Ι .αντιστοι- 
χεί σε ημικύκλιο). η ΑΓ είναι εξωτερική διχοτόμος του τριγώνου ΑΕΟ. Άρατα σηµεία Γ και 
Δείναι αρμονικά συζυγή των Ε και Ο. 
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Άσκηση 7 
Στην αρµονική σηµειοσειρά(Α. Β. Μ. Ν). αν τα σηµεία Ο και 
Ο΄’ είναι µέσα των ΑΒ. ΜΝ τότενα δείξετε ότι: 


4(Ο0/)΄ --(ΑΒ)΄ ν(ΜΝ)΄ 





Λύση 

Είναι ΟΜΞΟΟ΄-ΟΜ καιΟΝΞΟΟ’΄ΓΟΝΞΟΟ΄ΟΜ. 
Άρα (ΟΜ)(ΟΝ)-(ΟοΟ’--Ο’Μ)(ΟΟ’--Ο’Μ) ή (οΜ)(ον) -(οο/) - (ο). 
Κατά την ιδιότητα (4) έχουµε: (ΟΑ)΄ -(ΟΜ)(ΟΝ) 

Άρα: (Ο0Α)΄ -(οο7΄ --(ο’Μ)΄ ή 


8] «(οογ «πο ] «5 4(Ο0) -(ΑΒ)΄ ««(ΜΝ)΄ 


Άσκηση ὃ 

Σετρίγὠνο ΑΒΙ οι ΒΔ και Ι Ε είναι διχοτόµοι και ισχύει; 
Ε ΞΕΙΑ, 

Να δείξετε ότι; α. ΕΚ: ΚΕ-δΔ.Κ.ΚΙ β. ΑΕ:-- ΑΙ) 

όπου το έγκεντρο του τριγώνου. 

Λύση 





ΔΚ ΚΕ 
α. Αρκεί να δείξουμε ότι ----Ξ----. Στοτρίγὠνο βΙ[ΔηΤΙΚ 
ρ ζουμ στο. ρίγ η 


είναι διχοτόµος, άρα τω Ξ τν (1) . Στο τρίγωνο ΒΕΙ η ΒΚ είναι διχοτόµος, είναι 
ΚΕ ΒΕ 

τοτε ττ-- (2). Από τις σχέσεις (1) και (2) και επειδή ΒΕΞΓΔ. Έχουμε 
ΚΙΓ ΟΙ 

ΚΔ ΚΕ 

ρα ϐ 

ΚΡ ΚΙ 


Από τη σχέση (2) έχουµε ότι Αρα πι ἂς Ξ ιότι ΕΒ - 
Απότη σχέση (3) έ ὀτιΕΔ/ΒΓ Άρα ’Ὁ. ΔΙ ας ΑΒ-- ΑΓ (διότιΕΒ -- ΓΑ) 
ΕΒ ΤΑ 


Δ. ΠΗΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΘΕΜΑΊΑ 


1. Σετρίγὠνο ΑΒΙ φέρνουμετη διάµεσο ΑΔ και Ετο µέσο αυτής. Η ΒΕ τέµνειτην ΑΙ στο 
'- 

Ζ. Να δείξετε ότι: --Ξ--- 

28: 3 


2. Δίνονταιτατρίγώνα ΑΒΙ και ΔΕΖ. Αν οιευθείες ΑΔ. ΒΕ.. Γ2Ζ τέμνονται στο Ο και είναι 
ΑΒ//ΔΕ Και ΑΙΓ/ΔΖ .να δείξετε ὀότιβΓ//Ε2. 


Ε, 
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. Δίνεται τραπέζιο ΑΒΙΔ.(ΑΒ//ΤΥΔ),µε ΑΔΞ όλ και ΒΓ - 4λ. Πάνω στις ΑΔ και ΒΤ. 


3λ, 
παίρνουμε τα σηµεία Ε και Ζ αντίστοιχα. ώστε ΑΕ - ο και ΒΖΞλ.. Να δείξετε ότι 


ΕΖ/ΑΡΒ/ΤΔ 


.ΣΕε τετράπλευρο ΑΒΓΔ. η παράλληλη προς τη ΒΙ απὀ το Α τέµνειτη ΒΔ στο Ε και η 


παράλληλη προςτη ΔΙ από το Ε τέµνειτην ΑΙ στο Ζ. Να δείξετε ότι ΒΖ//ΑΔ. 


. Αν οι διχοτόµοιτων γωνιών Α και Δ παραλληλογράμμου ΑΒΙΓΛ τέμνουν τις διαγώνιες 


Βδ και ΑΙ στα σηµεία Ε και Ζ,. να δείξετε ότι ΕΖ/Η/ΒΙ. 


Δίνεται τρίγωνο ΑΒΙΓ και η διχοτόµος ΑΔ αυτού. Αν ΔΕ//ΑΒ (Ε σηµείο της ΑΓ). να 


δείξετε ότι: 1 α 1 -- .. 


γ ΔΕ 


. Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒ/Γ (Δ Ξ-])καιη διάµεσος ΑΟ αυτού. Αν ΑΔ και ΑΕ οι 


--υ--ῄ-ᾱ--- -- ΒΔΥ (ΤΕΥ 
διχοτόµοιτων γωνιών ΒΑΜ και ΜΑΓ . να δείξετε ότι: εἰ ----ι Ξ4 
ΔΜ ΕΜ 


“Το ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ ΟΕΝΙΑ” 


Τα τρίγώνα ΑΗΒΡ και ΑΒΣ βρίσκονται σε αντίθετα µέρη της ΑΒ. Τα σηµεία Ἰ.Λ. Μ 
βρίσκονται πάνω στις ΑΒ. ΑΡ και ΑΣ έτσι ώστεκλ/ΒΡ, ΚΜ/ΒΣ. 


ΑΛ ΑΜ 


Δείξτε ότι: Ἱ. - Π. ΑΜ/ΡΣ 


ΔΡ ΜΣ 


Οµοιότητα 





Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ ΓΝΩΣΕΙΣ ΘΕΩΡΙΑΣ 


Όμοια λέγονται δύο πολύγωνα που έχουν τιςπλευρέςτους ανάλογες καιτις αντίστοιχες γωνίες 
τουςίσες. 
Λόγος ομοιότητας δύο όμοιων πολυγώνων λέγεται ο λόγος δύο πλευρώνπου είναι απένα- 
ντι απὀ αντίστοιχα ίσες γωνίες. 
Ισχύουν οι επόμενες προτάσεις: 

ο Αν δύο πολύγωνα είναι όµοια προς τρίτο τότε είναι και μεταξύ τους όμοια. 

ο Λύο ίσα πολύγωνα είναι πάντα όμοια µε λόγο ομοιότητας λ-ι(. 

ο Αν δύο πολύγωνα είναι όµοια τότε όλα τα αντίστοιχα δευτερεύοντα στοιχεία τους 

έχουν λόγο ίσο µε το λόγο οµοιότηταςτους. 

ο Δύο ισόπλευρα τρίγωνα είναι πάντα όµοια μεταξύτους. 

ο Δύο τετράγωνα είναι πάντα όμοια μεταξύτους. 
Κριτήρια ομοιότηταςτριγώνων 
Κριτήριο 15: Δύο τρίγωνα είναι όµοια αν έχουν δύο γωνίεςτους ίσες µία προς µία. 
Κριτήριο 2: Δύο τρίγὠνα είναι όµοια αν έχουν δύο πλευρές ανάλογες καιτις περιεχόµε- 

νες των ανάλογων πλευρών γωνίες τους ίσες. 

Κριτήριο 3ύ: Δύο τρίγὠνα είναι όµοια αν έχουν τις πλευρέςτους ανάλογες. 


Β. ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΑΣΚΗΣΕΟΝ 


Κατηγορία - Μέθοδος 1 


Ασκήσεις που ζητείται να υπολογίσουμε κάποιο λόγο τμημάτων. 
Ο λόγος αυτός παρουσιάζεται σε αναλογία που προκύπτει από εφαρµογή του θεῶ- 
ρήματος του Θαλή ή κάποιου θεωρήματος των διχοτόµων ή ακόµα από την οµοιό- 
τητα πολυγώνων (συνήθως τριγώνων) ανάλογα µε τα δεδοµένα της ἀσκησης. 






Παράδειγμα 1 
Σε τρίγῶνο ΑΒΙ ονομάζουμε Μ το μέσον της διχοτόµου ΑΛ. Φέρνουμετη ΒΜ που 


τέμνει την ΑΙ στο Ζ και τη ΔΗ//Β7,.. Από το Η φέρνουμε ΗΙ//ΑΛ. Αν ΒΔ-Ξ - να 


υπολογίσετετουςλόγους: α. - β. ΑΡ 


ΑΖ ΑΓ 
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Λύση 
α. Ἔτο τρίγὠωνο ΑΔΗ είναι ΜΖ//ΔΗ και αφού Μ µέ- 
σον της ΑΔτότε ΑΖΞΖΗ (1) και 


ΔΗ 
αυ (2). Αφού ΒΖ//ΔΗ απὀ θεώρημα 


(Θαλή στο Β2Ι ισχύει: 





ΖΓ ΕΓ 0 στ ΕΤ ΖΓ 

τσ «τρ ---- 

ΖΗ ΒΔ ΑΖ ΒΙΓ αΑ 
4 


4 


β. Αφού ΑΔ είναι διχοτόµος της Α απότο θεώρηµα της εσωτερικής διχοτόµου ισχύει: 


ΒΓ 

ΑΒ ΒΔ 4 

ΑΓ ΔΓ 3Β8ΒΓ 3 
4 





Κατηγορία - Μέθοδος 2 


Ασκήσεις που ζητείται να υπολογίσετε ευθύγραμμο τµήµα όταν δίνονται άλλα γνῶ- 
στά ευθύγραμμα τμήματα. 






Το ευθύγραμμο τµήµα υπολογίζεται απὀ αναλογία στην οποία οι υπόλοιποι όροι είναι 
γνωστοίκαιη οποία προκύπτει από: 

»Ἐφαρμογή θεωρήματος Θαλή 

ο()μοιότητατριγώνων (γενικότερα πολυγώνων) 

»Ἠφαρμογή τῶν θεωρηµάτων των διχοτόµων 








Παράδειγμα 2 
Στα πιο κάτω σχήµατα να υπολογίσετετα Χ.γ. 
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Λύση 
α. Αφού Β -- Λ είναι ΑΒ/ΔΕ οπότεαπό θεώρηµα Θαλή (θεωρώνταςτη νοητή ευθεία ε/ΔΕ/ ΑΒ) 


έχουμε Ξ -- . «»χ-]18δ. Τατρίγῶωνα ΑΒΙ και δΔΓΕ είναι όµοια διότι Γ Ξ- ' και Ώ-Δ 


άρα και Α--- Β.. Επομένως, σος ΘΥΞι2. 


β. Αφούτα Δ.Ε είναι µέσα των πλευρών του τριγώνου ΑΒ/Ι είναι ΔΕ/ΒΙ. Ἆρα Δι Ξ-Β και 


Α Αα 


Ε/-Τ. Ἰότετατρίγῶνα ΑΒΙ, ΑΔΕ είναι όμοια και επομένως: 


20 ΔΑΒ 20 ΔΒ 20 
ΧχΧ ΑΔ Χ ΑΗ Χ 
2 


γ. Στοτρίγῶωνο ΑΒΜ η ΑΔ είναι διχοτόµος και ύψος άρα είναι και διάµεσος, οπότε 


Βδ- ΑΜ. τα 58. 
2. 4 


Από το θεώρημα εσωτερικής διχοτόµου στο ΑΔΙ έχουµε: 


ΑΓ ΜΓ 10 2 
τσ τν ----- οχ-5 
ΑΔ ΜΔ χ ΒΙ 


Κατηγορία - Μέθοδος 5 


Ασκήσεις όπου είναι γνωστές οιπλευρές τριγώνου και ζητείται ισότητα γωνιών. 







Αποζεικνύουμε την ομοιότητα τριγώνων (από αναλογίες πλευρών) και βρίσκουμε τις 
αντίστοιχες ίσες γωνίες. 


Παράδειγμα 2 

Στο διπλανό σχήµα να δείξετε ότι ΑΞΛΗΓ. 
Λύση 

Τα τρίγωνα ΑΒΑΛ Και ΒΛΓ είναι όμοια αφού 


ΑΒ ΑΔ ΒΑ | 


ΒΓ ΒΔ ΑΓ 2. 


Ἆρα οιαντίστοιχες γωνίες είναι ίσες άρα ΑΞΛΗΓ. 





155. Οµοιότητα 


Κατηγορία - Μέθοδος 4 


Ασκήσεις που ζητείται να δείξουμε αναλογία 














ο 


α μμ 
ος (1) ή ισότητα γινομένου 
αδ ΞβΥ (2) ή ακόµα σχέση της µορφής αὖ ΞβΥ. (3 


γράμμων τμημάτων) 
Και στιςτρεις περιπτώσεις έχουµενα δείξουµε ὀτιισχύει µια αναλογία. Στις περιπτό- 


. (όπου α, β. Υ µέτρα ευθυ- 


πο ο 





σεις (2). (3) αρκεί να δείξουμε ότι ισχύει: . Ξ Ξ και . -α αντίστοιχα. Η αναλογία 
α 

προκύπτει απὀ: 

» Εφαρμογή του θεωρήματος Θαλή 

ο()μοιότητα τριγώνων (γενικότερα πολυγώνων) 

»Ἐφαρμογή των θεωρηµάτων των διχοτόµων (εσωτερικής, εξωτερικής) 
Πολλές φορές η ισότητα λόγων προκύπτει μεταβατικά (αν οι λόγοι είναι ίσοι µε 
τρίτο λόγο είναι και μεταξύ τους ίσοι) 
Σε πολλές ασκήσεις προκειµένου να φτάσουμε στη ζητούμενη προς απόδειξη αναλο- 
γία μπορούμε να χρησιμοποιήσουμετις ιδιότητες των αναλογιών ή ακόµα να προσθέ- 
σουµε - αφαιρέσουµε - πολλαπλασιάσουμε - διαιρέσουµε αναλογίες μεταξύτους. 


Παράδειγμα 4 
Να δείξετε ότισεκάθετραπέζιο το σηµείο τομής τῶν διαγωνίων του διαιρεί κάθε διαγώ- 


γιο σετµμήµατα ανάλογα µετις βάσεις. 
Λύση 
Τα τρίγωνα ΒΟΑ και ΓΟΔ είναι όμοια, διότι: 
9 Ι Ξ- Β, (ως εντός εναλλάξ) 
9 Δι . Α, (ως εντός εναλλάξ) και 


. ὀ, Ξ- 0, (ως κατακορυφήν γωνίες) 





Άρα ο. -- ο. ς 
08 ΟΑ 
Παράδειγμα 5 


Στοτρίγὠνο ΑΒΙ.η ΑΜ είναι διάµεσοςκαιη ΔΖ, παράλληλη 
στην ΑΜ. Να δείξετεότι ΑΔ.:ΡΞΥ:ΑΕ 
Λύση 


Αρκεί να δείξουµε ότι αν ος ο. «Στο τρίγωνο ΒΔΖ, έχουµε: 


ΑΔ. ΜΖ 
ΑΡ ΒΜ 





(1) 


Οµοιότητα 159, 


Επίσης στο τρίγωνο ΑΜΙ έχουμε: 
ΑΕ ΜΖ ΑΕ Μ7 ΑΕ ΜΖ 
β 


τ---α- ο ο πο 
ΤΕ 1 ΤΕ-ΕΕΑ Τζ ΜΜ Ι 


Απόγτις σχέσεις (1) και (2) έχουµε: - Ξς ἳ- »διότι ΜΕΞΜΙ. 
Ἱ 


1. ΑΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Άσκηση 1 
Ενθεία ε είναι παράλληλη στην πλευρά ΒΙ τριγώνου ΑΒΙ και τέµνειτις πλευρές ΑΒ 
και ΑΓ στα σηµεία Δ και Ε. Από το Ι φέρνουμε παράλληλη στη ΒΕ που τέμνει την 


θεία ΑΒ στο Ζ, να δείξετε ότι, --- 
ευθεία στο 7, να δείξετε ότι; ΑΒ Αα 
Λύση 
ΑΔ ΑΕ 
Απότις ΔΕ/ΡΓ«Ο---Ξ---- (1) 
ΑΒ ΑΙ 
ΑΒ ΔΕ 
Από ΡΕ/ΤΣἜ«----Ξ----- ΄ 
πό τις Αγ ΑΓ (2) 





Απότικσχέσει(Ώκαιθλείναι ΑΔ. ΑΕ 
πότις σχέσεις (1) και (2) είναι ΑΒ ΑΓ 


Άσκηση 2 
Τρίγωνο ΑΒΙ είναι εγγεγραμμένο σεκύκλο(Ο. ΓΕ). Αν η διάµετρος Αλ τέµνειτη ΒΙ στο 
Ε και φέρουμετις Ε7 | ΑΒ και ΕΗ | ΑΓ να δείξετεότι ΖΗ/ΡΤΓ 

Λύση 


Είναι: ΑΒΛ --ΑΖΕ --Ι-, Άρα ῥ ρο  --- (1) 
ΖΒ ἘΔ 
Όμοια: ΑΓΑ- ΔΗΕ --Ι.. Άρα ΕΗ/ΔΓ«94. ΑΕ (2) 
ΗΓ Γδ 





ΑΖ ΑΗ 
Απότις σχέσεις (1) και(2) έχουµε: ---------«οπότε Ζ2Η/ΡΓ. 
ς σχέσεις (1) και (2) έχουμ απ... 


Άσκηση 3 

Απότο σηµείο τομής των διαγωνίων τραπεζίου., φέρνουµετην ΕΖ//ΑΒ(ΒΕ, Ζ, σηµεία των 
Αλκαι ΒΙ αντίστοιχα) και ΟΗ/ΑΔ. ΟΘ/ΒΙ (Η. 8 σηµείατης ΑΒ). 

Να δείξετε ότι; ΟοΕΓΞΟ’, 


190. Οµοιότητα 


Λύση 
ΑΟ ΑΘ 


Στο τρίγωνο ΑΒΙ είναι ΟΘ/ΒΓ οπότε: ὉΓ  ΘΒ (1) 


ΡΟ ΕΒΗ 


Στο τρίγωνο ΑΒΔ είναι ΟΗ//ΑΔ οπότε: σα -τ ΛΗ (2) 





ΑΟ ΕΒΟ0 


Επειδή ΔΕΓ//ΕΖ//ΑΒ θα είναι: Ὀξ στ ΟΛ 


.Απόγις σχέσεις (1) και (2) έχουµε: 


ΑΘ. ΡΗ ο ΑΟΓΟΘΒ ΒΗΓΑΗ . ΑΒ ΑΒ ο... 
Βθ Αη Ἱ  ΘΒ αι ο ο ο ο νο 


Δ. ΗΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΟΕΜΑΊΑ 


1. Σε τρίγωνο ΑΒΙ φέρνουμε τη διάµεσο ΑΔ και ονομάζουμε Ε το µέσο τῆς. Αν η ΒΕ 


] 

ὄμνει ΑΓ 2Ζναδειχρείότι ------ 
τέµνειτην στο Ζ να δειχθεί ότ σΓ δ 
2. Στη πλευρά ΒΙ τριγώνου ΑΒΙ παίρνουμε το µέσο Μ και τα σηµεία Δ. Ε έτσι ώστε 


ΔΜΞ ΜΕ. Φέρνουμετις ΔΖ/ΑΓ (ΖεΑΒ) καιΕΗ/ΑΒ (Η ε ΑΓ). Να δείξετε ότι; 
ΖΗ/ΗΒΙ. 


3. Σε ἐνα τετράπλευρο ΑΒΙΔ. η παράλληλη προςτη ΒΓ απότο Ατέμνειτην ΒΔ στο Ε και 
η παράλληλη προς τη ΔΙ απὀ το Ε τέµνειτην ΑΙ στο Ζ. Να δείξετε ότι Β2//ΑΔ 


4. Στο τρίγωνο ΑΒΙΓ φέρνουμε τα ύψη ΑΑ΄’. ΒΒ΄’, ΓΓ΄ και Α’Ζ Ι ΤΤΓ’. ΑἘ ! ΑΓ .Να 
δείξετε ότι: ΒΖ/ΑΔ 


6. Δίνεταιτρίγωνο ΑΒΓ καιη διχοτόµος ΑΔ αυτού. Αν ΔΕ/ΑΒ (Ε εΑΓ). να δείξετε ότι: 


1 
ο μυ. ουν 
 Υγ ΔΕ 


6. Σετρίγῶνο ΑΒΙ φέρνουμετις ΒΕ και [2 κάθετες στη διχοτόµο ΑΔτης γωνίας Α. Να 
δείξετε ότιτα Ε και Ζ είναι αρμονικά συζυγή των Α. Δ. 


7. Ισοσκελέςτρίγὠνο ΑΒΙ είναι εγγεγραμμένο σεκύκλο(Ο. ΕΚ). Μία χορδή ΑΕ τέµνειτη 
ΒΓ στο Δ. Να δείξετε ότι: ΑΒ΄ - ΑΔ:ΑΕ 


Οµοιότητα 191. 


δ. Σε ορθογώνιοτρίγωνο ΑΒ/Τ (Α --!) είναι ΑΔ το ύψοςκαι ΔΕ | ΑΒ. Να δείξετε ότι: 
ΑΔ΄Ξ ΑΓ:ΔΕ 


9. Σε ορθογώνιο τραπέζιο ΑΒΓΛ οι διαγώνιοι ΑΓ και ΒΔ τέμνονται κάθετα στο Ο. Να 
δείξετε ότι; ΑΔ΄ - ΑΒ.:ΓΔ 


10. Ο κύκλος που γράφεται µε διάµετρο τη πλευρά ΒΙ ορθογωνίου τραπεζίου ΑΒΙΛ 
(Α- λ- ) τέµμνειτην ΑΔ στοΕ. να δείξετεότι;: ΑΕ:ΕΔΞΑΒ.ΓΔ 


1. Τρίγωνο ΑΒ/Ι είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο καιη διχοτόµος ΑΔ τέμνειτον κύκλο στο 
Ε. Να δείξετε ότι: α. ΑΒ:ΑΓ:Ξ ΑΔ:ΑΕ β. ΕΒ΄ - Εδ 
12. Από σηµείο Οπου βρίσκεται εκτός κύκλου (Κ. Β) φέρνουμετην εφαπτομένη ΟΑ και 


(ΑΒ) ϱ0Β 
(ΑΠ) οΟΓ 





τη τέµμνουσα ΟΡΙ. Να δείξετε ότι: 


13. Απότην κορυφή παραλληλογράμμου ΑΒΓΛ φέρνουμµετην ευθεία επου τεµνειτη ΒΙ. 
στο Εκαιτη ΔΙ στο Ζ. Να δείξετε ότι; (ΒΕ).(ΔΖ)--(ΑΒ).(ΑΛ) 


14. Σετρίγωνο ΑΒΙ είναι Β. Γ--1- Αν ΑΔτο ύψος του να δείξετε ότι; ΑΔ΄ -ΔΕ:-ΔΓ 


15. Δίνεται κύκλος(Ο. Β) και ευθεία ΧΥ. Η διάµετρος ΑΒ τέμνει κάθετα τη ΧΥ στοΙ.. Από 
το Α φέρνουμε τυχαία χορδή ΑΔ, που τέμνει τη ΧΥ στο Ε. Να δείξετε ότι; 
(ΑΔ).(ΑΕ)Ξ(ΑΒ).(ΑΓ) 


16. Δίνεται το τραπέζιο ΑΒΓΑ και Ο είναι το σηµείο που τέμνονται οι µη παράλληλες 
πλευρέςτου. Απότο Ο φέρνουμετην ευθεία επαράλληλη στις βάσεις του τραπεζίου, 
που τέµνειτις προεκτάσεις των διαγωνίων του τραπεζίου στα Ε και Ζ. Να δείξετε ότι: 
ΕΟΞΟΖ 


17. Απότο µέσο Μ τηςπλευράς ΒΙ τριγώνου ΑΒΙ φέρουμε τυχαία ευθεία ε, που τέμνει 
την ΑΙ στο Κ. την ΑΒ στο Ρ και την από το Α παράλληλη προς τη ΒΙ στο Ν. Να 
δειχθεί ότι ΡΝ/ΡΜΞΚΝ/ΚΜ 


1δ. Από το άκρο Α µιας διαμέτρου ΑΒ κύκλου Ο φέρνουμε δύο χορδές ΑΙ και ΑΔ.που 
τέµνουν την εφαπτομένη ΒΕ στα Ε και ζΖ. Να δείξετε ότι: (ΑΕ).(ΑΓ)--(Α7Ζ).(ΑΔ) 
19. Δίνεται κύκλος (Ο, ΙΓ), χορδή ΑΒ και οι εφαπτοµένες ει Καιε, στα Α και Β. Αν Μ 


τυχαίο σηµείοτου ΑΒ και ΜΗ, ΜΕ. Μ2 οι αποστάσειςτου Μ από την ΆΒ και τις ει 
και ε», να δείξετε ότι; ΜΗ΄ ΞΜΕ:ΜΖ 


192. Οµοιότητα 


20. 


οι, 


Από σημείο Σ εκτός κύκλου (Ο. Β) φέρνουμετα εφαπτόμενα τµήµατα ΣΑ καιΣΒ και 
µία τέµμνουσα ΣΙΔ. Να δείξετε ότι: ΑΙ ΒΔΞ ΑΔ.ΒΙ 


Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΙΛκΚαιαπότο Α µία τέµμνουσατη ΒΙ στοΖ,τη ΓΔ στο 
Η καιτη ΒΔ στο Ε. Να δείξετε ότι: (ΒΑ)΄ --(ΕΖ)(ΕΗ) 


22. Σετρίγωνο ΑΒΙ φέρνουμετα ύψη ΑΔ, ΒΕ καιΓΖ. Να αποδείξετεότι ΔΒ:ΔΓΞΔΕ:ΔΖ 


.», 


24. 


». 


26. 


25η, 


Ε, 


Αν οι διαγώνιες δύο παραλληλογράμμµων είναι ανάλογες και σχηματίζουν ίσες γῶ- 
νίες, τα παραλληλόγραμμα είναι όμοια. 


Δύο κύκλοι{ζ και Λτέμνονται στα ΑκαιβΒ. Οι εφαπτοµένες των κύκλων στο Α. τους 


τέµνουν στα Γ και Δ. Να δειχθεί ότι; ΑΒ΄ - ΒΓ:ΒΔ 


Τρίγωνο ΑΒΙ είναι εγγεγραμμένο σεκύκλο(Ο. ΕΚ). Φέρνουμετη διάµετρο ΑΔ καιτο 
ύψος ΔΕ. να δείξετε ότι: ΑΒ:ΑΙ - ΑΔ:ΑΕ 


Σε τρίγωνο ΑΒΙ είναι ΑΟ το ύψος του. Αν Μ τυχαίο σηµείο του ύψους ΑΟ και 
ΜΔ Ι ΑΒ. ΜΕ Ι! ΑΙ να δείξετε ότι: ΑΕ.ΑΛΞΑΕ-:ΑΙ 


Σετρίγωνο ΑΒΙ προεκτείνουµετις ΑΒ και ΑΙ κατάτµήµατα ΒΔΞΤΕ. Η ΔΕ τέμνει 


ΑΒ ΕΖ7 
την προέκταση της ΒΙ στο Ζ. Να δείξετε ότι: ----Ξ ----- 
ην πρ ητης Ξ τις 


“ΤΟ ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ ΘΕΜΑ” 


Στοτραπέζιο ΑΒΙΛΑτο άθροισμα τῶν βάσεων ΑΒ ΙΓ ΓΛ είναιίσα µετο άθροισµα ΑΛ ΓΒΙ 


των µη παράλληλων πλευρώντου. Απότο σηµείο τομής τῶν διαγωνίωντου φέρνουμε 


παράλληλη προςτιςβάσεις που τέµνειτην ΑΛ στο Μ καιτη ΒΙ στο Ν. Να δειχθεί ότι: 


ΑΜ ΛΤΙΝΞΔΙ 


